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1 Géométrie des fonctions à deux variables

Dans ce cours nous étudions des fonctions continues (pas forcément linéaires, donc pas for-
cément représentables par des matrices) entre deux espaces de dimension finie E et E′. Nous
commençons par rappeler la notion de continuité pour une fonction à plusieurs variables, et un
résultat que nous admettrons.
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Définition 1.1. Soit (E,N) et (E′, N ′) deux espaces vectoriels normés (de dimension finie ou
infinie). Soit D ⊂ E une partie de E, et f : D ! E′ une application. On dit que f est continue
en a ∈ D si :

∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 tel que ∀x ∈ D, si N(x− a) < δ alors N(f(x) − f(a)) < ϵ

On dit que f est continue sur D si f est continue en tout point de D.

Exemple 1.2. Si on définit la fonction à deux variables suivante :

f : R2 −−−−−−! R

(x, y) 7−−−−−−! f(x, y) =


y3√

x2+y4
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) ̸= (0, 0)

Elle est continue en tout point différent de l’origine, mais étudions sa continuité à l’origine. Nous
observons que pour 0 < |x| ≤ 1, on a x4 ≤ x2. On a donc légitimement

√
x4 + y4 ≤

√
x2 + y4

pour x suffisamment proche de 0. Nous nous plaçons dans ce cas, nous avons alors pour tout
(x, y) ̸= (0, 0) :

|f(x, y) − f(0, 0)| = |y|3√
x2 + y4 ≤ |y|3√

x4 + y4

Si on effectue un changement de variable en écrivant x = rcos(θ) et y = rsin(θ), avec r ∈ ]0,+∞[,
nous obtenons :

|f(x, y) − f(0, 0)| ≤ r3|sin(θ)|3√
r4cos4(θ) + r4sin4(θ)

= r|sin(θ)|3√
cos4(θ) + sin4(θ)

Le terme de droite tend vers 0 lorsque r tend vers 0, quel que soit le choix d’angle (qui peut
changer). On voit donc que f(x, y) −!

(x,y)!(0,0)
f(0, 0) c’est à dire : f est continue en (0, 0).

Exemple 1.3. Si on définit la fonction à deux variables suivante :

f : R2 −−−−−−! R

(x, y) 7−−−−−−!
{

xy
x2+y2 si (x, y) ̸= (0, 0)
0 si (x, y) = (0, 0)

La fonction est bien entendue continue sur le plan épointé, c’est à dire pour tout (x, y) ̸= (0, 0),
mais est-elle continue en l’origine ? Passons aux polaires, on prend r > 0 et θ ∈ R, et on pose
x = rcos(θ) et y = rsin(θ). On a alors :

f (x, y) = f(rcos(θ), rsin(θ)) = sin(θ)cos(θ) = sin(2θ)
2

On voit que le résultat ne dépend que de l’angle θ, pas de la distance. Donc, si on approche de
l’origine (0, 0) en venant de la direction θ, c’est à dire en faisant tendre r vers 0 tout en gardant
θ constant, on voit que la valeur de la fonction f est constante selon ce chemin :

∀ r, r′ > 0 f (rcos(θ), rsin(θ)) = sin(2θ)
2 = f

(
r′cos(θ), r′sin(θ)

)
Et donc à la limite r ! 0, on voit que :

lim
r!0
r ̸=0

f (rcos(θ), rsin(θ)) = sin(2θ)
2

On ne tend donc certainement pas vers 0 (la valeur de f en (0, 0)). La fonction f n’est pas
continue à l’origine.
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En dimension finie, nous avons l’avantage d’avoir des bases de cardinal fini, sur lesquels on
peut décomposer les vecteurs. Dans ce cas, on peut décomposer une application f : E ! E′ en
ses composantes. Soit m = dim(E′), de façon à ce que, si e′

1, . . . , e
′
m est une base de E′, alors il

existe m fonctions composantes f i : E ! R telles que pour tout x ∈ E, f(x) = ∑m
i=1 f

i(x)e′
i.

On a alors le même résultat intuitif que pour les suites, qui nous permet de restreindre beaucoup
de nos analyses à l’études de fonctions de E dans R.

Proposition 1.4. Soit (E,N) et (E′, N ′) deux espaces vectoriels normés (de dimension finie).
L’application f : E ! E′ est continue en a ∈ E si et seulement si chaque fonction composante
f i : E ! R de f pour 1 ≤ i ≤ dim(E′) est continue en a.

Démonstration. En effet en dimension finie toutes les normes sont équivalentes donc on peut
prendre la norme 1 sur E′. Cela signifie que la définition de la continuité en un point a ∈ D se
récrit :

∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 tel que ∀x ∈ D, si N(x− a) < δ alors ∥f(x) − f(a)∥1 < ϵ

Autrement dit :

∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 tel que ∀x ∈ D, si N(x− a) < δ alors
m∑

i=1
|f i(x) − f i(a)| < ϵ

De là on voit que l’inégalité de droite est satisfaite si et seulement si chaque terme |f i(x)−f i(a)|
peut être aussi petit que l’on veut dès qu’on est assez proche de a, c’est donc que chaque
composante f i est continue.

En dimension finie, si dim(E) = n et dim(E′) = m et si on a une base e1, . . . , en de E et
e1, . . . , em une base de E′, on peut décomposer une application linéaire en composantes :

∀x =
n∑

j=1
xjej ∈ E, f

 n∑
j=1

xjej

 =
n∑

j=1
xjf(ej) =

m∑
i=1

n∑
j=1

xjf i
je

′
i (1.1)

où on a noté f i
j = f i(ej) ∈ R. Nous voyons dans l’Equation (1.1) que l’application linéaire f

définit une matrice M de taille m × n dont les coefficients sont Mij = f i
j . Attention à l’ordre

des indices ! ! L’indice des colonnes est l’indice 1 ≤ j ≤ dim(E) et l’indice des lignes est 1 ≤ i ≤
dim(E′). C’est comme cela qu’on montre que l’espace des applications linéaires de E dans E′ est
isomorphe à l’espace des matrices réelles de taille m×n, c’est à dire L(E,E′) ≃ Mm×n(R). Nous
pourrons donc naviguer facilement entre les deux mondes (applications linéaires et matrices) car
ce sont les mêmes objets (en dimension finie). Les applications linéaires satisfont la propriété
suivante qu’on admet ici :

Proposition 1.5. En dimension finie, toute application linéaire est continue.

Si dim(E) = n et dim(E′) = m, alors E ≃ Rn et E′ ≃ Rm. Une application quelconque
f : E ! E′ peut donc s’interpréter comme une application f : Rn ! Rm, ou plus généralement
définies sur un sous-ensemble D ⊂ Rn. Pour certaines valeurs de m et n nous avons des repré-
sentations graphiques de certaines classes de fonctions de plusieurs variables, que nous avons
déjà étudiées ou que nous allons étudier dans ce cours :

1. si n = 1,m = 1, alors f une fonction réelle à une variable ;
2. si n = 1,m > 1, alors f est une courbe paramétrée dans Rm

3. si n = 2,m = 1, alors f est une fonction à deux variables.
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Nous allons largement étudier ce dernier cas dans le cours. On représenter cette fonction par
son graphe, qui est une surface dans R3. Plus généralement, on appelle

1. fonctions scalaires les fonctions f : Rn ! R ;
2. fonctions vectorielles les fonctions f : Rn ! Rm.
Nous allons maintenant restreindre notre focus aux fonctions de R2 dans R, car nous avons

la possibilité de dessiner ces fonctions. En particulier, nous sommes intéressés par décrire la
géométrie de leur graphe, qui sont des surfaces de R3. Dans ce cadre, nous avons les comparaisons
suivantes en dessinant deux fonctions :

Fonction R! R R2 ! R

Domaine de définition union d’intervalles ou de segments domaine ouvert ou compact
Continuité lim

x!a

∣∣f(x) − f(a)
∣∣ = 0 lim

(x,y)!a⃗
∥f(x, y) − f (⃗a)∥ = 0

Graphe courbe dans R2 surface dans R3

Différentiabilité f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) + o(|h|)
f (⃗a+ (h, k)) = f (⃗a)

+h∂f
∂x (⃗a) + k ∂f

∂y (⃗a) + o
(
∥(h, k)∥

)
Tangence au graphe droite tangente en a plan tangent en a⃗

Intégrabilité
´

I f(t)dt
˜

D f(s, t)dsdt ?=
˜

D f(s, t)dtds
Intégrale surface sous le graphe volume sous le graphe

Dans le chapitre qui suit, nous allons étudier en détail les fonctions à deux variables, mais donner
les résultats généraux sur les fonctions vectorielles de Rn dans Rm.

1.1 Introduction au calcul différentiel
Nous rappelons quelques notions de topologie
pour R2 (valide pour Rn). Le zéro est noté
O. Nous pouvons voir les éléments de R2 soit
comme des points A soit comme leur vecteur
associé

−!
OA. Dans R2 nous pouvons choisir un

vecteur particulier – qu’on dénote i⃗ – et son
image sous une rotation de 90° dans le sens di-
rect – qu’on note j⃗. Le triplet (O, i⃗, j⃗) est appelé
une base. Les coordonnées d’un point A de R2

– coordonnées qu’on note (a, b) – correspondent
aux composantes du vecteur

−!
OA dans la base

(O, i⃗, j⃗) :
−!
OA = a⃗i + b⃗j. Un point A est repré-

senté par ses coordonnées (a, b) dans cette base.
Par convention, le vecteur i⃗ (resp. j⃗) est le vecteur reliant l’origine (0, 0) au point (1, 0) (resp.

(0, 1)). La notation pour un vecteur en algèbre linéaire est une représentation par un vecteur
colonne :

−!
OA =

(
a
b

)
, i⃗ =

(
1
0

)
et j⃗ =

(
0
1

)

Etant donné deux points A = (a, b) et A′ = (a′, b′), le vecteur
−−!
AA′ a pour coordonnées

(
a′−a
b′−b

)
,

en effet cela peut se voir directement comme suit :
−−!
AA′ =

−−!
OA′ −

−!
OA = a′⃗i+ b′⃗j −

(
a⃗i+ b⃗j

)
= (a− a′)⃗i+ (b− b′)⃗j
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Dans tout le cours, on pourra bien souvent identifier le point A = (a, b) avec le vecteur −!OA = ( a
b ).

Le point A existe indépendamment de la base choisie mais ses coordonnées en dépendent.
On peut prendre une autre base de R2, par exemple (⃗i′, j⃗′), obtenue à partir de la base (⃗i, j⃗)

à l’aide d’une matrice de changement de base (inversible) :

i⃗′ = P × i⃗ et j⃗′ = P × j⃗

Si on a un vecteur v⃗, le vecteur existe indépendamment du choix de la base mais ses composantes
dépendent du choix de la base ! ! Par exemple dans le première base on a v⃗ = h⃗i+ kj⃗, et dans la
deuxième base on a v⃗ = h′⃗i′ + k′⃗j′, ce qui donne

v⃗′ = P × v⃗ c’est à dire
(
h′

k′

)
= P ×

(
h
k

)

Si on note P = ( r s
p q ) on a h′ = rh + sk et k′ = ph + qk. De même, les coordonnées d’un point

A, qui sont (a, b) par rapport à la base canonique, deviennent (a′, b′) = (ra + sb, pa + qb) dans
la nouvelle base. Le point existe indépendamment de la base, mais ses coordonnées dépendent
de la base choisie.

Une application α : R2 ! R est dite linéaire si pour tout λ ∈ R et pour tout vecteur v⃗ ∈ R2,
on a :

α(λv⃗) = λα(v⃗)

L’espace vectoriel de toutes les applications linéaires sur R2 forme un espace vectoriel qu’on ap-
pelle espace dual et qu’on note (R2)∗. Il est de dimension 2 et son zéro est l’application nulle. Ses
éléments sont parfois appelés covecteurs. On peut donc représenter toute forme linéaire (covec-
teur) α par deux composantes, comme un vecteur. Il existe deux formes linéaires particulières,
i∗ et j∗, qui sont duales des vecteurs de base i⃗ et j⃗, dans le sens où :

∀ v⃗ =
(
h
k

)
i∗(v⃗) = h et j∗(v⃗) = k

Donc en particulier, on a

i∗(⃗i) = 1, i∗(⃗j) = 0, j∗(⃗i) = 0, j∗(⃗j) = 1 (1.2)

Les deux formes linéaires i∗ et j∗ forme une base de (R2)∗, c’est à dire qu’on peut projeter
toute forme linéaire α sur ces vecteurs de base, et ce sont les coordonnées de α dans (R2)∗ :
α = ri∗ + sj∗. Par convention, une forme linéaire est représentée par un vecteur ligne, donc
α = (r s) (ne pas confondre avec les coordonnées des points/vecteurs de R2 !). En particulier,
une telle application linéaire, évaluée sur un vecteur v⃗ = (h, k) revient à faire le produit matriciel :

α(v⃗) =
(
r s

)
·
(
h
k

)
= rh+ sk

En outre, dans ce cadre la transposée d’un vecteur donne une application linéaire, et inversement
autrement dit :

v⃗t =
(
h k

)
et αt =

(
r
s

)
Exemple 1.6. Montrer que (i∗, j∗) est une famille libre et génératrice, c’est à dire une base du
dual (R2)∗, en l’évaluant sur la base (⃗i, j⃗) et en utilisant les identités (1.2).
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FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 2. GRAPHE 5

• La boule ouverte de centre A= (a1, . . . , an) 2 Rn et de rayon r > 0, notée Br(A), est l’ensemble suivant :

Br(A) = {M 2 Rn | kM � Ak< r} .
• Soient U une partie de Rn et A2 U . On dit que U est un voisinage de A si U contient une boule ouverte

centrée en A.

• On dit que U est un ouvert de Rn si, pour tout point A2 U , U contient une boule ouverte centrée en A.
Dans le cas de R2, on note plutôt les coordonnées d’un point par (x , y). Alors :

• h(x , y) | (x 0, y 0)i= x x 0 + y y 0

• k(x , y)k=p
x2 + y2

• Br(x0, y0) =
�
(x , y) 2 R2 | (x � x0)2 + (y � y0)2 < r2

 
(on parle de disque plutôt que de boule).

De gauche à droite : la norme euclidienne, un disque ouvert, un ouvert U .

k(x , y)k

(0, 0)

(x , y)

x

y

r

(x0, y0)

Br(x0, y0)

x

y

A
U

Exemples :

• tout rectangle ouvert ]a, b[⇥]c, d[ est un ouvert de R2 (à droite sur la figure),

• tout disque ouvert de R2 est un ouvert de R2 (à gauche sur la figure).

x

y

a b

c

d

2. Graphe

2.1. Fonctions

Définition 1.
Soit E une partie de Rn. Une fonction f : E ! R associe à tout (x1, . . . , xn) de E un seul nombre réel
f (x1, . . . , xn).

Exemple 3.

1. Distance d’un point à l’origine en fonction de ses coordonnées :

f : R2 �! R
(x , y) 7�! p

x2 + y2.

Figure 1 – A gauche, la norme euclidienne ; au centre, une boule ouverte de rayon r centrée au
point (x0, y0) ; à droite un voisinage (ouvert, puisque la frontière est en pointillé) du point A.

L’espace R2 possède un produit scalaire, qui est linéaire en ses deux entrées :

∀ v⃗ =
(
h
k

)
, v⃗′ =

(
h′

k′

)
, ⟨v⃗, v⃗′⟩ = hh′ + kk′

On observe, par la propriété de linéarité, que le produit scalaire ⟨v⃗, ·⟩ est une forme linéaire :

⟨v⃗, ·⟩ : R2 −−−−−−! R
v⃗′ 7−−−−−−! ⟨v⃗, v⃗′⟩

La norme la plus pratique sur R2 est la norme euclidienne (c’est la norme 2), qui est induite par
le produit scalaire (on n’écrit pas le petit 2 en bas à droite par commodité) :

∥v⃗∥ =
√

⟨v⃗, v⃗⟩ =
√
h2 + k2

La norme permet de définir la distance entre deux points (c’est une fonction symmétrique) :

d(A,A′) =
∥∥∥∥−−!AA′

∥∥∥∥ =
√

(a′ − a)2 + (b′ − b)2

Une boule ouverte de centre A et de rayon r > 0 (par rapport à la norme 2) est un disque
ouvert :

B2(A, r) =
{
M ∈ R2 tel que d(A,M) < r

}
Définition 1.7. Soit U une partie de R2. On dit que :

— U est un voisinage du point A si U contient une boule ouverte centrée en A (donc en
particulier A ∈ U) ;

— U est un ouvert de R2 (par rapport à la norme 2) si U est un voisinage de chacun de ses
points. C’est à dire, pour tout point M de U , U contient une boule ouverte centrée en M ;

— U est un fermé de R2 (par rapport à la norme 2) si son complémentaire U c = R2\U est
ouvert ;

— U est compact si U est fermé borné (cela n’est valable qu’en dimension finie).

Remarque 1.8. Nous rappelons qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, c’est
à dire que si une suite est convergente par rapport à une norme, elle l’est par rapport à toutes
les autres normes. Un ensemble ouvert par rapport à une norme est donc ouvert par rapport à
toutes les normes.
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Soit P une partie de R2, on appelle intérieur de P le plus grand sous-ensemble ouvert de R2

contenu dans P – on le dénote 8P . On appelle adhérence de P le plus petit sous-ensemble fermé
de R2 qui contient P – on le dénote P . On appelle frontière de P le sous-ensemble formé de la
différence ∂P = P\ 8P .
Exemple 1.9. Une boule (disque) ouverte est un ouvert. Un rectangle ]a, b[×]c, d[ de R2 est un
ouvert. Une boule fermée est un fermée, un rectangle [a, b] × [c, d] est un fermé. Le rectangle
[a, b[×]c, d] n’est ni ouvert ni fermé.

Remarque 1.10. L’ensemble des sous-ensembles ouverts de R2 est appelé la topologie (métrique)
de R2 et est notée T (R2). Par convention on pose que l’ensemble vide ∅ est ouvert. En particulier,
nous avons que :

T (R2) ⊂ P(R2)

C’est à dire que la topologie est un sous-ensemble de l’ensemble des parties de R2. Comme
toutes les normes sont équivalentes en dimension finie, la topologie (métrique) ne dépend pas
de la norme choisie.

Le domaine de définition d’une fonction f est le plus grand sous-ensemble de R2 – noté D –
tel que pour tout (x, y) ∈ D, f(x, y) est bien défini (existe). Attention, il est possible d’étendre
la fonction à certains points de la frontière de l’ensemble de définition si f(x, y) tend vers une
unique limite finie en ce point. L’image de f est le sous-ensemble de R défini par

Im(f) = f(D) =
{
z ∈ R tel que ∃ (x, y) ∈ R2 tel que z = f(x, y)

}
= {f(x, y) ∈ R tel que (x, y) ∈ D}

Le graphe de f est le sous-ensemble de R3 défini par

Gr(f) =
{

(x, y, z) ∈ R3 tel que z = f(x, y)
}

C’est donc une surface de R3 (tandis que pour une fonction f : R! R c’est une ligne de R2).
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FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 2. GRAPHE 8

2.2. Graphe et lignes de niveau

Définition 5.
Soit f : Df ⇢ R2! R une fonction de 2 variables. Le graphe G f de f est le sous-ensemble de R3 formé
des points de coordonnées (x , y, f (x , y)) avec (x , y) dans l’ensemble de définition. Le graphe est donc :

G f =
�
(x , y, z) 2 R3 | (x , y) 2 Df et z = f (x , y)

 
.

Représenter graphiquement le graphe n’est possible que pour les fonctions d’une seule variable ou de deux
variables. Pour les fonctions d’une variable f : Df ⇢ R! R, on rappelle que le graphe est

G f =
�
(x , y) 2 R2 | x 2 Df et y = f (x)

 
.

Dans le cas d’une variable (à gauche), le graphe est une courbe ; dans le cas de deux variables qui nous
intéresse ici, c’est une surface.

x

y

G f

(x , f (x))

x

f (x)

x

y

z

(x , y)

(x , y, f (x , y))f (x , y)

G f

Afin de tracer le graphe d’une fonction de deux variables, on découpe la surface en morceaux.

Tranches.
Une première façon de faire : tracer, pour quelques valeurs de a et b, les graphes des fonctions partielles

f1 : x 7! f (x , b) et f2 : y 7! f (a, y).

La première représente l’intersection du graphe G f avec le plan (y = b) (en orange) et la seconde représente
l’intersection du graphe avec le plan (x = a) (en vert).

b

f (x , b)

x
y

a

f (a, y)

x
y

Lignes de niveau.
On va aussi s’intéresser à d’autres courbes tracées sur la surface : les courbes de niveau.

Définition 6.
Soit f : Df ⇢ R2! R une fonction de deux variables.

• La ligne de niveau z = c 2 R est

Lc =
�
(x , y) 2 Df | f (x , y) = c

 
.

Exemple 1.11. Soit f une fonction à deux variables définie par f(x, y) = ln(1 + x + y). Son
domaine de définition est la partie de R2 placée strictement au dessus de la droite d’équation
y = −x− 1 (non-incluse) : D = {(x, y) tel que y > −x− 1}. C’est un ouvert. L’image de f est
R, en effet si x = ez et y = 1, alors (x, y) ∈ D et on a f(ez, 1) = ln(ez) = z. Le graphe de f c’est
une nappe formée par translatant le long de l’antidiagonale le graphe de la fonction logarithme
ln(1 + u) définie le long de la diagonale y = x.

Exemple 1.12. Soit g une fonction à deux variables définie par g(x, y) = exp
(

x+y
x2−y

)
. Son domaine

de définition est D = {(x, y) tel que x2 ̸= y c’est donc R2 privé de la parabole y = x2 (c’est
donc un ouvert). Son image est R∗

+ car si on évalue g sur la ligne diagonale d’équation y = x,
on a g(x, x) = exp( 2

x−1) et on peut faire x! 1± ce qui fait tendre l’exponentielle vers ±∞. Son
graphe est un peu compliqué à dessiner (checker Geogebra).
Exemple 1.13. La fonction h(x, y) = x2 +y2 est définie sur le plan tout entier et ressemble à une
parabole qu’on a fait tourner sur elle-même : c’est un paraboloïde elliptique (un peu comme un
döner). Au contraire, la fonction k(x, y) = x2 − y2 ressemble à un chipster, c’est un paraboloïde
hyperbolique.
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FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 2. GRAPHE 9

• La courbe de niveau z = c est la trace de G f dans le plan (z = c) :

G f \ (z = c) =
�
(x , y, c) 2 R3 | f (x , y) = c

 
.

La ligne de niveau c est une courbe du plan R2, la courbe de niveau c est une courbe de l’espace R3. On
obtient la courbe de niveau c en partant de la ligne de niveau c et en remontant à l’altitude c.

Exemple 7.
Soit f : R2! R définie par f (x , y) = x2 + y2.

• Si c < 0, la ligne de niveau Lc est vide (aucun point n’a d’altitude négative).

• Si c = 0, la ligne de niveau L0 se réduit à {(0, 0)}.
• Si c > 0, la ligne de niveau Lc est le cercle du plan de centre (0,0) et de rayon

p
c. On remonte Lc à

l’altitude z = c : la courbe de niveau est alors le cercle horizontal de l’espace de centre (0,0, c) et de
rayon

p
c.

Le graphe est alors une superposition de cercles horizontaux de l’espace de centre (0, 0, c) et de rayon
p

c
avec c > 0.

Ci-dessous : (a) le graphe, appelé paraboloïde de révolution, (b) 5 courbes de niveau, (c) 10 courbes de
niveau, (d) des lignes de niveau dans le plan.

Exemple 8.
Sur une carte topographique, les lignes de niveau représentent les courbes ayant la même altitude.

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 2. GRAPHE 13

Exemple 13.

f (x , y) = x2 � y2

• Les tranches sont des paraboles.

• Les lignes de niveau sont des hyperboles.

• Le graphe est donc un paraboloïde hyperbolique, que l’on appelle aussi la selle de cheval.

• Un autre nom pour cette surface est un col (du nom d’un col de montagne). En effet, le point (0,0,0)
est le point de passage le moins haut pour passer d’un versant à l’autre de la montagne.

Ci-dessous : (a) la surface, (b) des tranches avec x constant, (c) des tranches avec y constant, (d) des
courbes de niveau, (e) des lignes de niveau dans le plan (en pointillé les lignes de niveau négatif).
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2 LIMITES ET CONTINUITÉ D’UNE FONCTION DE !2 DANS !
La topologie de " a été étudiée au chapitre « Topologie de ! et " » à travers les notions de boule, de voisinage et d’ouvert

notamment. L’identification de tout nombre complexe x + iy ∈ " au couple (x , y) ∈ !2 transporte à présent naturellement
ces notions dans !2. Les modules |x+ iy | sont simplement remplacés par des normes ‖(x , y)‖ =!x2 + y2. Pour tout a ∈ !2,
on notera #!2(a) l’ensemble des voisinages de a dans !2, mais la notation n’est pas universelle.

Définition (Limite (finie) en un point) Soient E une partie de !2, f : E −→ ! une fonction, a ∈ E et ! ∈ !. On dit
que f admet ! pour limite en a si :

∀V! ∈ #!(!), ∃Va ∈ #!2(a), ∀p ∈ E ∩ Va , f (p) ∈ V!,

i.e. si : ∀ε > 0, ∃α > 0, ∀p ∈ E, ‖p− a‖ < α =⇒ | f (p)− !|< ε.

La plupart des résultats qu’on a démontrés pour les fonctions de ! dans ! sont conservés : unicité et notation lim
p→a

f (p),

caractère localement borné, opérations (combinaison linéaire, produit, inverse, composition avec une fonction de ! dans !),
interaction avec les inégalités larges/strictes, théorème d’encadrement. . . Les preuves sont immédiates, il suffit de remplacer
les valeurs absolues dans l’ensemble de départ par des distances dans !2.

2

Soit f : R2 ! R une fonction à deux variables, d’ensemble de définition D ⊂ R2. qu’une
fonction à plusieurs variables. Soit A = (a, b) ∈ D un point du domaine de définition, alors on
peut poser :

f1 : x 7! f(x, b) et f2 : y 7! f(a, y)

pour toute paires de points (x, b), (a, y) ∈ D. Ce sont des fonctions à une variable : leur graphe
est donc une courbe. La fonction f1 est définie au dessus de la droite d’équation y = b et donc
son graphe est une courbe au dessus de cette droite, courbe qui est incluse dans le graphe de f
(qui est une surface). La fonction f2 est définie au dessus de la droite d’équation x = a et donc
son graphe est une courbe au dessus de cette droite, courbe qui est incluse dans le graphe de f .
Ces deux courbes se croisent exactement au point (a, b, f(a, b)). Les graphes respectifs des deux
fonctions définissent des chemins sur la surface de R3 représentée par le graphe de f . Le graphe
de f1 est l’intersection du graphe de f et du plan vertical d’équation y = b, tandis que le graphe
de f2 est l’intersection du graphe de f et du plan vertical d’équation x = a.
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Notons que la définition des fonctions f1 et f2 dépend du choix des coordonnées, et donc de
la base choisie, ici en l’occurrence on a pris la base canonique (⃗i, j⃗). Si on prend une autre base
de R2, par exemple (⃗i′, j⃗′), obtenue à partir de la base (⃗i, j⃗) à l’aide d’une matrice de changement
de base (inversible) P = ( r s

p q ), la fonction f : (x, y) 7! f(x, y) peut être réécrite dans la nouvelle
base comme suit :

f(w, z) = f(rx+ sy, px+ qy)
En posant (a′, b′) = (ra+ sb, pa+ qb) qui sont les coordonnées du point A dans la nouvelle base,
on obtient que les fonctions partielles f1 : w 7! f(w, b′) et f2 : z 7! f(a′, z) de la fonction f sont
donc différentes des fonctions partielles f1 et f2.

Définition 1.14. Fonctions partielles en dimension finie. Soit f : D ⊂ Rn ! Rm une
fonction et A ∈ D un point du domaine de définition de f . Soit e1, . . . , en une base de Rn et
(A1, . . . , An) les coordonnées du point A dans cette base, c’est à dire que A = ∑n

j=1 A
j ej. Pour

tout 1 ≤ j ≤ n on définit la j-ème fonction partielle de f en A comme la courbe paramétrée à
valeurs dans Rm suivante :

fj : R −−−−−−! Rm

t 7−−−−−−! f(A1, . . . , Aj−1, Aj + t, Aj+1, . . . , An)

pour tout t tel que (A1, . . . , Aj−1, Aj + t, Aj+1, . . . , An) ∈ D.

Proposition 1.15. Soit f : Rn ! Rm une fonction et A ∈ D. Si f est continue en A, alors
toutes ses fonctions partielles de f en A (par rapport à n’importe quelle base donnée) sont
continues en 0.

Démonstration. En dimension finie toutes les normes sont équivalentes donc si la fonction f est
continue en A par rapport à une norme donnée, elle l’est par rapport à toutes les autres normes.
Prenons la norme 1 sur Rm et n’importe quelle norme N sur Rn, ainsi qu’un entier 1 ≤ j ≤ n.
Soit ϵ > 0, alors il existe δ > 0 tel que pour tout point M ∈ B1(A, δ), on a N(f(M)−f(A)) < ϵ.
En particulier, cela est vrai pour tout M ∈ B1(A, δ) tel que Mk = Ak dès que k ̸= j, où
(M1, . . . ,Mn) sont les coordonnées de M dans la base donnée. Pour tout t ∈ ]Aj − δ, Aj + δ[
on pose Mt = (A1, . . . , Aj−1, t + Aj , Aj+1,...,An ∈ B1(A, δ). On a alors par la propriété de la
norme 1 :

∥Mt −A∥1 =
n∑

k=1

∣∣∣Mk
t −Ak

∣∣∣ = |t| < δ

Ce qui nous dit que Mt ∈ B1(A, δ), pour tout t ∈ ]Aj − δ, Aj + δ[. Alors nous avons que
Nf(Mt) − f(A)) < ϵ, ce qui s’écrit en réalité par construction de Mt : N(fj(t) − f(A)) < ϵ.
Autrement dit nous avons montré que :

∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 tel que ∀ t ∈ ]Aj − δ, Aj + δ[, N(fj(t) − f(A)) < ϵ
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C’est la continuité de la j-ème fonction partielle de f en A.

Exemple 1.16. La Proposition 1.15 n’a pas de réciproque. Prenons la fonction

f : R2 −−−−−−! R

(x, y) 7−−−−−−! f(x, y) =


e

− y3

(y−x2)2 si y ̸= x2

0 si y = x2 et x ̸= 0
1 si x = y = 0

La fonction est continue sur le plan épointé : c’est à dire en tout point (x, y) ̸= (0, 0). Un doute
subsiste à l’origine. Prenons (a, b) = (0, 0). La fonction partielle f1 en (0, 0) est donnée par
f1(x) = f(x, 0) = e0 = 1 qui tend donc vers 1 = f(0, 0) lorsque x tend vers 0. La fonction

partielle f2 en (0, 0) est donnée par f2(y) = f(0, y) = e
− y3

y2 = e−y qui tend vers 1 = f(0, 0)
lorsque y tend vers 0. Donc les deux fonctions partielles f1 et f2 sont continue en 0.
Approchons nous de l’origine le long de la droite d’équa-
tion y = αx, pour un α ∈ R∗ donné. Effectuons un
changement de base en prenant comme nouveaux vec-
teurs de base i⃗′ = i⃗ + αj⃗ et j⃗′ = j⃗. Un point de coor-
donnée (x, y) dans la première base a pour coordonnées
(s, t) = (x, y−αx) dans la deuxième base. Inversement, un
point de coordonnées (s, t) dans la deuxième base a pour
coordonnées (x, y) = (s, t+ αs) dans la première base.

La fonction f prend alors une nouvelle expression dans la nouvelle base :

fα : R2 −−−−−−! R

(s, t) 7−−−−−−! fα(s, t) =


e

− (t+αs)3

(t+αs−s2)2 si t ̸= s2 − αs

0 si t = s2 − αs et s ̸= 0
1 si s = t = 0

La fonction partielle par rapport à la première variable en (0, 0) est :

fα,1(s) = e
− (αs)3

(αs−s2)2 = e
− αs

(1− s
α )2

qui tend vers 1 = f(0, 0) quand s tend vers 0. La deuxième fonction partielle coincide avec f2
calculée précédemment.
Donc toutes les fonctions partielles sont continues en 0,
quelle que soit la direction de la droite choisie pour tendre
vers 0 (c’est à dire quelle que soit la base choisie la base
choisie). Par contre, si on tend vers 0 en suivant la para-
bole y = x2, on aura f(x, x2) = 0 pour tout x ̸= 0, et on
voit que si on fait tendre x vers 0, la limite de f(x, x2) est
nulle, mais la valeur de la fonction en (0, 0) est 1. La fonc-
tion n’est donc pas continue à l’origine, par contre, on ne
pouvait pas le voir à partir des seules fonctions partielles.
Il fallait tendre vers l’origine en suivant la parabole. C’est
pourquoi l’utilisation des fonctions partielles est un peu
limitée et seule la contraposée suivante est utile :
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Proposition 1.17. Contraposée de la Proposition 1.15. Soit f : Rn ! Rm une fonction.
S’il existe une base de Rn par rapport à laquelle une fonction partielle de f en A n’est pas
continue en 0, alors f n’est pas continue en A.

Exemple 1.18. En revenant au cas bidimensionnel, prenons la fonction f : R2 ! R définie par :

f(x, y) =


x2+y2√

x4+y4
si (x, y) ̸= (0, 0)

1 si (x, y) = (0, 0)

Les fonctions partielles f1 : x 7! f(x, 0) et f2 : y 7! f(0, y) sont continues en 0 car, par exemple,
on a f1(x) = x2+0√

x4+0 = x2

x2 = 1 pour tout x. Cependant, cela ne veut rien dire sur la continuité
de f , au contraire, nous pouvons changer de base et définir les fonctions partielles par rapport
à la nouvelle base, et voir si elles sont continues (il faut choisir la base intelligemment).

L’expression de la fonction f se fait à partir de la base orthonormale canonique (⃗i, j⃗), mais
on peut choisir une autre base, par exemple (⃗i, ⃗i+ j). Dans cette base, les coordonnées sont
données par un couple (x− y, y) car en effet, si on a un vecteur x⃗i+ yj⃗ on peut l’écrire dans la
deuxième base par (x− y)⃗i+ y(⃗i+ j⃗). Donc un vecteur de coordonnées (w, z) dans la deuxième
base s’exprime comme (w + z, z) dans la première base :

x⃗i+ yj⃗ 7−! (x− y)⃗i+ y(⃗i+ j⃗) et w⃗i+ z(⃗i+ j⃗) 7−! (w + z)⃗i+ zj⃗

Donc on peut récrire la fonction dans la seconde base comme :

f(w, z) =


(w+z)2+z2√

(w+z)4+z4 si (x, y) ̸= (0, 0)

1 si (x, y) = (0, 0)

Les fonctions f et f définissent la même fonction, mais dans deux bases différentes. Leur valeur
en un point de R2 est indépendante de la base et identique.

On veut évaluer la continuité de la fonction en (0, 0), par rapport à voir si ses fonctions
partielles sont continues. On a donc les deux fonctions partielles suivantes :

f1 : w 7! f(w, 0) = w2
√
w4

= 1 et f2 : z 7! f(0, z) = 2z2
√

2z4
=

√
2

La première fonction tend vers 1 quand w tend vers 0. La deuxième fonction tend vers
√

2 quand
z tend vers 0. La première fonction partielle est continue en 0 mais la deuxième ne coincide pas
avec f(0, 0) en 0, donc la fonction f = f n’est pas continue en (0, 0).

On aurait atteint le même résultat dans la base originale si on avait défini α(t) = (t, 0) et
β(t) = (t, t). Alors f ◦α(t) = t2

√
t4 et f ◦β(t) = 2t2

√
2t4 . Cela revient à suivre le même chemin qu’on

a suivi juste au dessus. Donc plus généralement, pour montrer qu’une fonction f : R2 ! R
n’est pas continue au point A = (a, b), il suffit de trouver deux fonctions u, v : R ! R telles
que (u(0), v(0)) = A et telle que la courbe paramétrée t 7! f(u(t), v(t)) ne tende pas vers f(A)
lorsque t tend vers 0.
Exemple 1.19. Autre exemple de fonction non continue en dimension 2. En effet prenons :

f(x, y) =
{

xy
x2+y2 si (x, y) ̸= (0, 0)
0 si (x, y) = (0, 0)

et supposons qu’on approche de l’origine par la direction (x, αx), c’est à dire par la droite de
pente α. On a alors f(x, αx) = α

1+α2 qui est constante. On peut réexprimer cette fonction avec
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des coordonnées polaires. En effet nous avons une bijection :

R∗
+× ] − π, π[ −−−−−−! R2\{(x, y) t.q. x ≤ 0 et y = 0}

(r, θ) 7−−−−−−! (x, y) =
(
rcos(θ), rsin(θ)

)
La fonction réciproque nous donne (r, θ) en fonction de (x, y), avec

R2\{(x, y) t.q. x ≤ 0 et y = 0} −−−−−−! R∗
+× ] − π, π[

(x, y) 7−−−−−−! (r, θ) =
(√

x2 + y2, 2 arctan
(

y

x+
√
x2 + y2

))

où l’arctangente est la fonction réciproque de la tangente. La fonction ci dessus se lit maintenant
f(r, θ) = sin(2θ)

2 .
Remarque 1.20. Pour résumer, l’idée de la continuité pour les fonctions à deux variables c’est
qu’une fonction est continue en (a, b) si et seulement si on tend vers la valeur f(a, b) lorsqu’on
s’approche du point (a, b) selon n’importe quelle droite ou courbe. Regarder les droites ne suffit
pas à dire si une fonction est continue comme on a vu dans l’Exemple 1.16, mais ça suffit à dire
si une fonction n’est pas continue comme on la vue dans la Contraposée 1.17.

L’intérêt des fonctions partielles et de définir des dérivées partielles. En effet, rappelons
que dans R, la définition du nombre dérivé d’une fonction f en un point a fait intervenir le
taux d’accroissement f(x)−f(a)

x−a . Le calcul de la dérivée implique donc nécessairement de pouvoir
diviser par x − a. Mais dans Rn ça n’a pas de sens car la division par un vecteur n’est pas
définie. Comment alors généraliser la dérivée d’une fonction d’une variable à toutes les fonctions
vectorielles ? Nous allons introduire pour cela la notion de différentiabilité.

Définition 1.21. Dérivées partielles en dimension finie. Soit f : Rn ! Rm une fonction.
Soit A ∈ 8D un point de l’intérieur du domaine de définition de f . Pour tout 1 ≤ j ≤ n, on
appelle dérivée partielle de f en A par rapport à xj – et on note ∂f

∂xj (A) le nombre dérivé – si
il existe – de la j-ème fonction partielle de f en A au temps t = 0 , c’est à dire :

∂f

∂xj
(A) = lim

t!0

f(A1, . . . , Aj−1, Aj + t, Aj+1, . . . , An) − f(A)
t

Si en tous points A de 8D la fonction f admet une dérivée partielle par rapport à la j-ème variable
en A, alors on peut définir une fonction "dérivée partielle par rapport à xj" :

∂f

∂xj
: 8D −−−−−−! Rm

A 7−−−−−−!
∂f

∂xj
(A)

On dit que la fonction f est de classe C1 si toutes ses fonctions dérivées partielles ∂f
∂xj pour

1 ≤ j ≤ n sont continues sur 8D.

Exemple 1.22. Calculons les dérivées partielles de la fonction f(x, y, z) = yzx. Le domaine de
définition de cette fonction est donné par tous les points (x, y, z) tels que exln(z) est défini, c’est
à dire pour z > 0. Donc D ⊂ R3 est le demi-espace ouvert supérieur. Soit u = (a, b, c) ∈ D donc
c > 0. Prenons la dérivée par rapport à la première variable, la fonction partielle est x 7! bexln(c)

donc la dérivée est ∂f
∂x (a, b, c) = ln(c)bexln(c). Et quand on dérive par rapport à la deuxième

variable, on a ∂f
∂y (a, b, c) = ca.
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Le choix d’une base est arbitraire pour la définition des fonctions partielles, et donc pour la
définition des dérivées partielles, et cela n’est pas idéal en mathématiques. En effet, les dérivées
partielles peuvent exister dans une base, mais pas dans une autre, comme par exemple dans
l’Exemple 1.18, les dérivées partielles de f dans la base canonique (⃗i, j⃗) existent, mais pas celles
dans la base (⃗i, i⃗ + j⃗) car la fonction partielle f2 n’est pas continue en 0 dans cette base donc
certainement pas dérivable. Nous avons donc très logiquement la notion suivante, qui permet de
se séparer de l’arbitrarité du choix de base.

Définition 1.23. Dérivée directionnelle en dimension finie. Soit f : Rn ! Rm une
fonction. Soit A ∈ 8D un point de l’intérieur du domaine de définition de f , et v ∈ Rn (alors
pour tout t assez petit, on a A+ tv ∈ 8D car c’est un ouvert). La dérivée directionnelle de f au
point A ∈ D par rapport au vecteur v est la limite suivante, si elle existe :

lim
t!0

f(A+ tv) − f(A)
t

On la note Dvf(A) ou dfA(v).

Remarque 1.24. De cette définition, on déduit que, dans une base donnée, la dérivée directionnelle
dans la direction ej est la dérivée partielle par rapport à la j-ème variable.

Regardons en détail ce qu’il se passe avec les fonctions de deux variables. Les dérivées par-
tielles d’une fonction f par rapport aux variables x et y sont les dérivées respectives des fonctions
partielles f1 et f2 au point A = (a, b), ce qui s’écrit d’après le formalisme général :

∂f

∂x
(a, b) = lim

h!0

f(a+ h, b) − f(a, b)
h

et ∂f

∂y
(a, b) = lim

h!0

f(a, b+ h) − f(a, b)
h

ou de façon équivalente :

∂f

∂x
(a, b) = f ′

1(a) = lim
x!a

f(x, b) − f(a, b)
x− a

et ∂f

∂y
(a, b) = f ′

2(b) = lim
y!b

f(a, y) − f(a, b)
y − b

Si on voit le plan d’équation y = b (resp. x = a) en coupe, et comme on connait la signification
du nombre dérivé, on en déduit que ∂f

∂x (a, b) (resp. ∂f
∂y (a, b)) est la pente de la tangente à la

courbe paramétrée x 7! f(x, b) (resp. y 7! f(a, y)) au point A = (a, b).
Plus généralement, comme en dimension n, on peut définir des fonctions partielles pour tout

choix de direction donnée par un vecteur v⃗ =
(

h
k

)
. En effet, si A = (a, b) alors on a une fonction

partielle dans la direction v⃗ :

fv⃗ : R −−−−−−! R
t 7−−−−−−! f(A+ tv⃗) = f(a+ th, b+ tk)

Ce qui fait qu’on a f⃗i(t) = f1(a+ t) et fj⃗(t) = f2(b+ t). Le graphe de la fonction partielle dans la
direction v⃗ est une courbe paramétrée, incluse dans le graphe de f (une surface), voir le dessin
plus bas. On peut dériver la fonction fv⃗ par rapport à t et cela donne la dérivée directionnelle
de f au point A = (a, b) selon le vecteur v⃗ =

(
h
k

)
.

Définition 1.25. Soit f : R2 ! R une fonction, (a, b) un point et v⃗ =
(

h
k

)
un vecteur. La

dérivée directionnelle de f au point (a, b) selon le vecteur v⃗ est la dérivée de la fonction partielle
dans la direction v⃗ au temps 0, c’est à dire :

Dv⃗f(a, b) = lim
t!0

f((a, b) + tv⃗) − f(a, b)
t

= lim
t!0

f(a+ th, b+ tk) − f(a, b)
t
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Figure 2 – Le vecteurs orange à gauche (resp. à droite) est le vecteur de base i⃗ (resp. j⃗), et le
vecteur bleu est le vecteur directeur canonique de la tangente au graphe de la fonction partielle
f1 (resp. f2) au point (a, b, f(a, b)), c’est à dire le vecteur

( 1
0

∂f
∂x

(a,b)

)
(resp.

( 0
1

∂f
∂y

(a,b)

)
).

On observe que si v⃗ = i⃗ (resp. j⃗), alors la dérivée directionnelle selon le vecteur v⃗ est la
dérivée partielle selon x (resp. y) :

Di⃗f(a, b) = lim
t!0

f((a, b) + t⃗i) − f(a, b)
t

= lim
t!0

f(a+ t, b) − f(a, b)
t

= ∂f

∂x
(a, b)

Graphiquement, lorsque v⃗ est un vecteur unitaire, c’est à dire lorsque ||v⃗||2 = 1, alors la dérivée
directionnelle dans la direction v⃗ indique la pente au point A = (a, b) de la tangente au graphe
de la fonction partielle directionnelle fv⃗ dans la direction du vecteur v⃗.

Exemple 1.26. Reprenons l’Exemple 1.16 avec cette approche. Soit (a, b) = (0, 0) et v⃗ =
(

h
k

)
un vecteur. On peut donc écrire la fonction partielle fv⃗ construite à partir de la fonction de
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l’Exemple 1.16 (quand t est assez petit) :

f
(
(0, 0) + tv⃗

)
= e

− (tk)3

(tk−(th)2)2 = e
− (tk)3

t2k2(1−t h2
k

)2 = e
− tk

1−t h2
k

)2
−!
t!0

e0 = 1

On retrouve que la fonction f est continue si on s’approche de l’origine en ligne droite.

1.2 Différentielle et points critiques

Soit A = (a, b) un point, v⃗ un vecteur et f : R2 ! R une fonction. Soit λ ̸= 0 et soit w⃗ = λv⃗.
Reprenons la définition de la dérivée directionnelle :

Dw⃗f(a, b) = lim
t!0

f(A+ tw⃗) − f(A)
t

= lim
t!0

f(A+ tλv⃗) − f(A)
t

= lim
t!0

λ
f(A+ tλv⃗) − f(A)

tλ
= λ

(
lim
s!0

f(A+ sv⃗) − f(A)
s

)
= λDv⃗f(a, b)

Nous voyons donc que si la dérivée directionnelle existe dans une direction v⃗ donnée en un point
A = (a, b) donné, alors l’opérateur λ 7! Dλv⃗f(a, b) est une application linéaire de R dans R,
c’est à dire que Dλv⃗f(a, b) = λDv⃗f(a, b).

On peut se demander si nous avons la linéarité selon l’addition, c’est à dire que si v⃗, w⃗ sont
deux vecteurs quelconques de R2, a-t-on Dv⃗+w⃗f(a, b) = Dv⃗f(a, b) + Dw⃗f(a, b) ? ? La réponse
est a priori non. En effet rappelons qu’il existe des fonctions qui n’admettent pas de dérivée
directionnelle dans certaines directions. Plus précisément, il n’est pas vrai que si f admet des
dérivées partielles selon les directions i⃗ et j⃗, alors elle admet une dérivée directionnelle selon
toutes les directions v⃗ =

(
h
k

)
= h⃗i+ kj⃗. En effet dans l’Exemple 1.18 on a vu une fonction qui

n’est pas continue selon la direction v⃗ = i⃗+ j⃗ et donc elle n’est certainement pas dérivable dans
cette direction et donc n’admet pas de dérivée directionnelle selon cette direction, même si elle
en admet une dans les directions canoniques i⃗ et j⃗.

Cependant, le problème n’est pas relié à la continuité, car il existe des fonctions f qui ne
sont pas continues en un point (a, b), mais dont toutes les dérivées directionnelles existent en ce
point, et elles satisfont la condition de linéarité totale :

∀λ, µ ∈ R, ∀ v⃗, w⃗ ∈ R2 Dλv⃗+µw⃗f(a, b) = λDv⃗f(a, b) + µDw⃗f(a, b) (1.3)

En effet, dans l’Exemple 1.16, les fonctions partielles sont continues et dérivables dans toutes
les directions et on a :

Di⃗+αj⃗f(0, 0) = −α et Dj⃗f(0, 0) = −1

Donc en particulier Di⃗f(0, 0) = 0. Nous voyons que pour tout vecteur v⃗ = h⃗i+kj⃗ tel que h ̸= 0,
nous avons

Dh⃗i+kj⃗f(0, 0) = Dh(⃗i+ k
h

j⃗)f(0, 0) = hDi⃗+ k
h

j⃗f(0, 0) = h

(
−k

h

)
= −k = hDi⃗f(0, 0) + kDj⃗f(0, 0)

D’autre part, si h = 0 alors nous avons par linéarité Dkj⃗f(0, 0) = kDj⃗f(0, 0). Cela montre que
les dérivées directionnelles de la fonction de l’exercice 1.16 satisfont la condition de linéarité
(1.3) en (0, 0). Cependant elle n’est pas continue en (0, 0) par rapport aux vecteurs de base i⃗
et j⃗ (et donc par rapport à toute base). Cela montre que les dérivées directionnelles ne sont
pas la généralisation correcte de la dérivée d’une fonction réelle. Car nous aimerions avoir un
résultat du type "si une fonction à deux variable est dérivable, alors elle est continue", mais avec

17



l’Exemple 1.16 nous voyons qu’une fonction à deux variables peut être dérivable dans toutes les
directions, sans être pour autant continue.

Il existe aussi des fonctions à deux variables qui sont continues, qui admettent des dérivées
dans toutes les directions, mais qui ne satisfont pas la condition de linéarité totale (1.3). Prenons
l’Exemple 1.2. La fonction f est continue et elle admet une dérivée directionnelle dans toutes
les directions. En effet, pour tout vecteur v⃗ = h⃗i+ kj⃗ tel que h ̸= 0, nous avons

Dv⃗f(0,0) = lim
t!0

f((0, 0) + tv⃗) − f(0, 0)
t

= lim
t!0

f(th, tk) − 0
t

= lim
t!0

t2k3
√
t2h2 + t4k4

= lim
t!0

tk3√
1 + t2 k4

h2

= 0

Lorsque h = 0 c’est à dire si v⃗ = kj⃗, nous avons :

Dkj⃗f(0,0) = lim
t!0

f(0, tk) − 0
t

= lim
t!0

t2k3
√
t4k4

= k

Autrement dit les dérivées directionnelles sont toutes nulles sauf si v⃗ est vertical, et dans ce cas
particulier nous avons Dj⃗f(0,0) = 1. On peut vérifier facilement que l’identité de linéarité (1.3)
n’est pas satisfaite. La fonction est pourtant continue. Ceci montre qu’une fonction continue,
dont les dérivées partielles existent dans toutes les directions, ne satisfait pas forcément la
condition de linéarité totale.

Pour trouver la notion correcte à 2 variables (ou plus) qui généralise la notion de dérivée,
nous ne pouvons pas compter sur la notion de dérivée directionnelle. Nous devons généraliser la
dérivée en prenant une définition plus profonde. Rappelons que nous avons le résultat suivant
pour les fonctions réelles dérivables, qui caractérise la dérivée d’une fonction :

Proposition 1.27. Rappel de la dérivabilité d’une fonction réelle. La fonction réelle à
une variable f : D ! R est dérivable en a ∈ D si et seulement si il existe un nombre réel α tel
que :

f(x) = f(a) + α(x− a) + o(|x− a|)

Dans ce cas, le nombre α est égal à f ′(a).

L’avantage de cette définition/proposition est que nous ne divisions pas par un nombre, donc
cette propriété peut vraisemblablement se généraliser au cas à plusieurs variables (rappelons
qu’avec plusieurs variables nous ne pouvons pas diviser par un vecteur). Nous avons effectivement
les deux définitions suivantes équivalentes :

Définition 1.28. Différentiabilité en dimension finie. Soit f : Rn ! Rm une fonction.
Soit A ∈ 8D un point de l’intérieur du domaine de définition de f . La fonction f : D ! Rm est
differentiable en A s’il existe une application linéaire (donc continue) α : Rn ! Rm telle que
pour tout M assez proche de A :

f(M) = f(A) + α
(−−!
AM

)
+ o

(∥∥∥−−!AM∥∥∥)
ou bien de manière équivalente :

lim
M!A

∥∥∥f(M) − f(A) − α
(−−!
AM

)∥∥∥∥∥∥−−!AM∥∥∥ = 0

Dans ce cas on dit que α est la différentielle de f en A, et on la note dfA : Rn ! Rm.
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Remarque 1.29. Notons que dans la deuxième formule, nous ne spécifions pas comment M tend
vers A. Il peut converger en ligne droite ou en spirale, ou selon n’importe quelle courbe, et même
de façon discrète. L’important est justement qu’on peut converger de n’importe quelle façon vers
A, et que l’application linéaire α = dfA est bien définie dans tous les cas.

Remarque 1.30. Pour n = 2 et m = 1, la première formule
se lit :

f(x, y) = f(a, b) + α
(

x−a
y−b

)
+ o

(
∥(x, y) − (a, b)∥2

)
où on a pris A = (a, b), M = (x, y) = A +

(
x−a
y−b

)
, et

α : R2 ! R est une matrice ligne à deux colonnes.

Proposition 1.31. Soit f : Rn ! Rm une fonction différentiable en un point A. Alors la
différentielle de f en A est unique et elle est définie par :

dfA : Rn −−−−−−! Rm

v⃗ 7−−−−−−! Dv⃗f(A)

D’autre part si f est une application linéaire alors dfA = f .

Démonstration. En effet la deuxième formule de la Definition 1.28 nous dit que, si on prend un
vecteur v⃗, si f est différentiable en A alors (ce n’est pas une équivalence mais une implication) :

lim
t!0

∥f(A+ tv⃗) − f(A) − dfA (tv⃗)∥
|t|

= 0

ce qui se récrit, en faisant rentrer |t| à l’intérieur de la norme du haut, et par linéarité de la
différentielle de f en A :

lim
t!0

∥∥∥∥f(A+ tv⃗) − f(A) − t dfA (v⃗)
t

∥∥∥∥ = 0

ce qui donne comme résultat :

lim
t!0

∥∥∥∥f(A+ tv⃗) − f(A)
t

− dfA (v⃗)
∥∥∥∥ = 0

Le premier terme dans la limite tend vers Dv⃗f(A) et le deuxième terme ne dépend pas de t,
donc on a à la limite à la limite t = 0 : ∥Dv⃗f(A) − dfA(v⃗)∥ = 0, c’est à dire dfA(v⃗) = Dv⃗f(A).

Si f est une application linéaire, alors la dérivée directionnelle dans la direction v⃗ est donnée
par :

Dv⃗f(A) = lim
t!0

f(A+ tv⃗) − f(A)
t

= lim
t!0

f(A) + tf(v⃗) − f(A)
t

= lim
t!0

f(v⃗) = f(v⃗)

Nous en déduisons que si f est une application linéaire alors dfA = f .

Corollaire 1.32. Soit f : Rn ! Rm une fonction différentiable en un point A. Alors nous avons
les résultats suivants :

1. la fonction f est continue en A ;
2. les dérivées directionnelles de f existent dans toutes les directions, et
3. la condition de linéarité des dérivées directionnelles (1.3) est satisfaite pour f :

∀λ, µ ∈ R, ∀ v⃗, w⃗ ∈ Rn Dλv⃗+µw⃗f(A) = λDv⃗f(A) + µDw⃗f(A)
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Démonstration. Le premier item se voit sur la définition de la différentielle, et les deux derniers
items viennent de la Proposition 1.31 qui nous donne l’expression de la différentielle de f en A,
qui est une application linéaire.

Remarque 1.33. Nous voyons que la définition de la différentielle est plus générale que juste
l’existence des dérivées directionnelles dans toutes les directions, ainsi que leur linéarité. Autre-
ment la différentiabilité répond aux exemples du début de cette section qui montraient des cas
où la fonction ne satisfaisait pas l’une des trois propriétés de la Proposition 1.32.
Remarque 1.34. La Définition 1.28 est cohérente avec la dérivation normale d’une fonction à une
variable réelle. En effet, si n = m = 1, et si f : R! R est dérivable en un point a de son domaine
de définition, alors on a d’après le cours de première année qu’il existe une fonction ϵ : R ! R
qui tend vers 0 quand x tend vers a et définie par ϵ(x) = f(x)−f(a)

x−a −f ′(a) = f(x)−f(a)−f ′(x)(x−a)
x−a .

Dans ce cas, en comparant avec la Définition 1.28, la différentielle de la fonction f au point a
est l’application linéaire

dfa : R −−−−−−! R
h 7−−−−−−! hf ′(a)

Exemple 1.35. Soit f : R2 ! R, x 7! x et g : R2 ! R, y 7! y. La différentielle de f en n’importe
quel point (a, b) du plan est donnée par la limite :

lim
(x,y)!(a,b)

∥∥∥f(x, y) − f(a, b) − αf

(
x−a
y−b

)∥∥∥
∥(x, y) − (a, b)∥ = 0

c’est à dire, en prenant comme direction de convergence le chemin t 7! (a+ t, b) (par facilité) :

lim
t!0

∥(a+ t) − a− αf ( t
0 )∥

∥(a+ t, b) − (a, b)∥ = 0

ce qui donne :
lim
t!0

∥t− αf ( t
0 )∥

|t|
= lim

t!0
∥1 − αf ( 1

0 )∥ = 0

Donc on déduit que αf = ( 1 ? ). En refaisant le même processus avec le chemin t 7! (a, b + t)
nous obtenons que la deuxième composante est nulle, et donc αf = ( 1 0 ). De même, on trouve
αg = ( 0 1 ). On note habituellement dx = αf et dy = αg, ce sont des formes différentielles qui,
à tout vecteur

(
h
k

)
donnent :

dx
(

h
k

)
= h et dy

(
h
k

)
= k

La notation n’est pas arbitraire car elles correspondent bien aux incréments infinitésimaux de
la physique. Notons que dx = i∗ et dy = j∗, ce n’est pas un hasard non plus.

Revenons au cas à deux variables, c’est à dire n = 2 et m + 1 Comme L(R2,R) ≃ (R2)∗,
la différentielle de f en un point A = (a, b) est une forme linéaire, c’est à dire un élément de
(R2)∗, qui mange un vecteur et renvoie un réel. Nous savons donc qu’elle se décompose sur la
base (i∗, j∗) de (R2)∗ comme tout application linéaire, sous la forme df(a,b) = ri∗ +sj∗ pour deux
composantes r, s à déterminer. Pour ce faire, nous évaluons df(a,b) sur i⃗ et j⃗, pour obtenir :

df(a,b)(⃗i) = Di⃗f(a, b) = ∂f

∂x
(a, b) et df(a,b)(⃗j) = Dj⃗f(a, b) = ∂f

∂y
(a, b)
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Et comme d’autre part nous avons que df(a,b)(⃗i) = r et df(a,b)(⃗j) = s grâce aux identités (1.2),
nous déduisons les composantes de la forme linéaire df(a,b) sur la base (O, i∗, j∗) de (R2)∗ comme :

df(a,b) = ∂f

∂x
(a, b) i∗ + ∂f

∂y
(a, b) j∗

c’est à dire sous la forme matricielle ligne 1 × 2 qui sont les éléments de
(
R2)∗ :

df(a,b) =
(

∂f
∂x (a, b) ∂f

∂y (a, b)
)

(1.4)

On peut voir i∗ et j∗ comme les formes différentielles dx et dy de l’Exemple 1.35 ce qui permet
d’écrire :

df(a,b) = ∂f

∂x
(a, b) dx+ ∂f

∂y
(a, b) dy

Ce qui veut dire que pour tout v⃗ = (h, k), on a la propriété de linéarité suivante :

df(a,b)(h, k) = h
∂f

∂x
(a, b) + k

∂f

∂y
(a, b)

Attention cette formule n’est vraie que si f est différentiable en a, c’est à dire non seulement ses
dérivées directionnelles existent dans toutes les directions, mais aussi elles varient linéairement en
fonction du vecteur v⃗ =

(
h
k

)
avec lequel on différentie. L’hypothèse d’avoir un point à l’intérieur

du domaine de définition est important car on veut différentier dans toutes les directions. Si
on est à la frontière, on ne peut pas le faire. Il arrive la même chose pour les fonctions à une
variable.

Interprétation géométrique : Comme dans le cas d’une fonction à une variable, on peut
tenter d’interpréter géométriquement les notions définies plus haut. Vous savez que, pour une
fonction f à une variable, le nombre dérivé f ′(a) représente le coefficient directeur de la tangente
à la courbe représentative de la fonction f en son point d’abscisse a. Autrement dit, la tangente
étant la droite la plus proche de la courbe, on peut écrire au voisinage de a l’approximation
affine suivante : f(x) ≃ f(a) + f ′(a)(x − a) (équation de la tangente), ou encore en changeant
les notations f(a + h) ≃ f(a) + hf ′(a), approximation valable pour des « petites » valeurs de
h. En passant f(a) à gauche on obtient la variation ∆af ≃ hf ′(a) mais si on note dfa au lieu
de ∆af et bien on obtient la formule de la différentielle de f pour une fonction à une variable.
C’est-à-dire que l’accroissement de la fonction f (à gauche, qui correspond à f(a + h) − f(a))
est proportionnel à l’accroissement de la variable (qui correspond à h), avec pour coefficient de
proportionnalité f ′(a).

Dans le cas d’une fonction à deux variables, les dérivées partielles en un point (a, b) repré-
sentent également des coefficients directeurs de tangentes, en l’occurence des deux tangentes à la
surface représentative de f incluses dans les plans verticaux contenant les axes (Ox) et (Oy). La
surface admet bien d’autres tangentes (une infinité), mais la connaissance de deux d’entre elles
suffit à déterminer le plan tangent à la surface représentative de f , et donc à donner une ap-
proximation de f(a+h, b+k) pour des petites valeurs de h et k. C’est ce que fait la différentielle
à l’aide de la formule suivante : f(a+ h, b+ k) ≃ h∂f

∂x (a, b) + k ∂f
∂y (a, b). Autrement dit (et pour

parler en termes plus « économiques »), la différentielle exprime l’accroissement marginal de la
fonction f au point (a, b) en fonction des accroissements marginaux de chacune des variables.
Exemple 1.36. Calculons la différentielle de la fonction norme carrée : f : (x, y) 7! ∥(x, y)∥2 =
x2 + y2 de R2 dans R, à un point (a, b) fixé. Pour tout

(
h
k

)
∈ R2 on cherche à trouver une forme

linéaire α : R2 ! R telle que :

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + α
(

h
k

)
+ o

(h,k)!(0,0)

(
∥(h, k)∥

)
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On développe la partie gauche pour obtenir quelque chose à droite :

f(a+ h, b+ k) = ∥(a+ h, b+ k)∥2 = (a+ h)2 + (b+ k)2

= a2 + b2 + 2ah+ 2bk + h2 + k2

= ∥(a, b)∥2 + 2(ah+ bk) + ∥(h, k)∥2

= f(a, b) + 2
〈
( a

b ),
(

h
k

)〉
+ o

(h,k)!(0,0)

(
∥(h, k)∥

)
Et donc on observe que la différentielle α = df(a,b) de f au point (a, b) est une fonction satisfaisant
la relation suivante :

df(a,b) : R2 −−−−−−! R(
h
k

)
7−−−−−−! 2

〈
( a

b ),
(

h
k

)〉
La différentielle de la norme euclidienne au point (a, b) est deux fois le produit scalaire avec le
vecteur ( a

b ) ! L’écriture de la différentielle sous la forme (1.4) est df(a,b) = ( 2a 2b ).

Nous savons que si la fonction f est différentiable en un point A alors les dérivées partielles
en ce point existent. Inversement, l’existence des dérivées partielles en un point ne dit rien sur
la différentiabilité de f en ce point. Par exemple, si on reprend l’Exemple 1.16, on peut voir que
la fonction f admet des dérivées directionnelles à l’origine selon toutes les directions, mais la
fonction f ne peut pas être différentiable en l’origine car elle n’y est pas continue. On se retrouve
un peu comme dans la situation vue pour les fonctions partielles, qui ne nous disent pas si une
fonction est continue (c’est d’ailleurs à cette observation que l’Exemple 1.16 a été créé).

L’utilité des dérivées partielles va se voir dans une autre formulation de la différentielle.
Nous savons qu’à toute application linéaire de Rn dans Rm correspond une matrice m× n (une
fois choisie une base des deux espaces). Cela est bien entendu aussi vrai pour la différentielle
au point A. Choisissons une base (ej) de Rn et une base (e′

i) de Rm. Soit f : Rn ! Rm une
fonction. Pour tout 1 ≤ i ≤ m, on note f i : Rn ! R la i-ème composante de la fonction f dans
la base de Rm.

Définition 1.37. Matrice Jacobienne en dimension finie. Supposons que la fonction f :
D ⊂ Rn ! Rm soit différentiable au point A ∈ 8D. Alors la matrice correspondant à l’application
linéaire dfA (dans les bases choisies) est appelée matrice Jacobienne de f en A :

JA(f) =
(
∂f i

∂xj
(A)

)
1≤i≤m
1≤j≤n

=



∂f1

∂x1 (A) ∂f1

∂x2 (A) . . . ∂f1

∂xn−1 (A) ∂f1

∂xn (A)
∂f2

∂x1 (A) ∂f2

∂xn (A)
. . . . . . . . .

∂fm−1

∂x1 (A) ∂fm−1

∂xn (A)
∂fm

∂x1 (A) ∂fm

∂x2 (A) . . . ∂fm

∂xn−1 (A) ∂fm

∂xn (A)


Remarque 1.38. Il faut éviter de confondre les vecteurs lignes et vecteurs colonnes, et à ne pas
confondre les fonctions composantes f i avec les fonctions partielles fj (ce ne sont pas les mêmes
indices) ! ! Dans une matrice, l’input se fait par le haut (donc ici on doit avoir n colonnes, et
l’indice des colonnes est j), et l’output se fait par les lignes (donc ici m lignes, et l’indice des lignes
est i). La j-ième colonne est pour la dérivée j-ème et la i-ème ligne est pour la i-ème fonction
composante. Les coefficients de la matrice Jacobienne au point A dépendent donc du choix des
deux bases de Rn et Rm ! L’intérêt de la matrice Jacobienne est qu’on peut écrire la différentielle
en termes matriciels. La différentielle est un objet qui ne change pas, mais les coefficients de la
matrice peuvent changer selon le choix des bases, mais dans ce cas les coordonnées des vecteurs
changent aussi donc au final on retrouve le même résultat.
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Remarque 1.39. L’indice i est appelé contravariant et l’indice j est appelé covariant.
Exemple 1.40. Pour une fonction f : R2 ! R differentiable en A = (a, b), comme la différentielle
de f au point (a, b) est une forme linéaire – c’est à dire un élément de

(
R2)∗, nous avons vu

qu’on peut décomposer la différentielle de f en (a, b) sur la base (O, i∗, j∗) de (R2)∗ comme dans
la formule (1.4) sous forme matricielle :

df(a,b) =
(

∂f
∂x (a, b) ∂f

∂y (a, b)
)

Le membre de droite est la matrice Jacobienne de f en A = (a, b).

Proposition 1.41. Soit f : Rn ! Rm une fonction différentiable en A ∈ 8D, et soit v⃗ ∈ Rn.
Alors on a :

dfA

(
v⃗
)

= JA(f) × v⃗

Remarque 1.42. A gauche on a bien un vecteur de Rm c’est à dire un vecteur colonne à m
composantes, et à droite on a un produit matriciel entre la matrice Jacobienne m×n et le vecteur
colonne v⃗ à n composantes, c’est à dire qu’on obtient un vecteur colonne à m composantes,
comme à gauche.
Exemple 1.43. La fonction f : R∗

+× ]−π, π[−! R2\(R−×{0}), (r, θ) 7−! (x, y) = (rcos(θ), rsin(θ))
est définie sur un ouvert. Calculons sa différentielle :

f(r + h, θ + k) =
(
rcos(θ + k) + hcos(θ + k), rsin(θ + k) + hsin(θ + k)

)
=
(
rcos(θ)cos(k) − rsin(θ)sin(k) + hcos(θ)cos(k) − hsin(θ)sin(k),
rsin(θ)cos(k) + rcos(θ)sin(k) + hsin(θ)cos(k) + hcos(θ)sin(k)

)
Donc pour h, k très petits on a notamment cos(k) ∼ 1 et sin(k) ∼ k, d’où :

f(r + h, θ + k) =
(
rcos(θ), rsin(θ)

)
+
(
hcos(θ) − krsin(θ), hsin(θ) + krcos(θ)

)
+ hk(−sin(θ), cos(θ))

= f(r, θ) +
(

cos(θ) −rsin(θ)
sin(θ) rcos(θ)

)
×
(
h
k

)
+ o(||(h, k)||)

du fait que |hk| ≤ h2+k2

2 = (||(h,k)||2)2

2 . La différentielle de f au point (r, θ) peut donc bien être
représentée par une matrice 2 × 2, qui se trouve exactement être la matrice Jacobienne.

La matrice Jacobienne permet d’écrire facilement certains résultats compliqués mais très
importants :

Proposition 1.44. Soit f : Rn ! Rm et g : Rm ! Rp deux fonctions telles que f est dif-
férentiable au point A ∈ Rn et g est différentiable au point f(A) ∈ Rp. La fonction composée
g ◦ f : Rn ! Rp est différentiable en A et les formules suivantes sont équivalentes :

1. Au niveau des dérivées partielles on a la règle des chaines :

pour tout 1 ≤ j ≤ n
∂(g ◦ f)
∂xj

(A) =
m∑

i=1

∂fi

∂xj
(A) × ∂g

∂yi
(f(A))

2. Les différentielles de f , g et g ◦ f satisfont :

d(g ◦ f)A = dgf(A) ◦ dfA

3. Les matrices Jacobiennes de f , g et g ◦ f satisfont :

JA(g ◦ f) = Jf(A)(g) × JA(f)
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Démonstration. Pour tout 1 ≤ i ≤ m, on note f i : Rn ! R la i-ème composante de la fonction f ,
à ne pas confondre avec les fonctions partielles ! On observe alors qu’en toute généralité, si on
prend un vecteur de base ej ∈ Rn et on effectue la dérivée directionnelle de g ◦ f par rapport
à ej on a par la règle des chaines :

d(g ◦ f)A(ej) = Dej (g ◦ f)(A) = ∂(g ◦ f)
∂xj

(A) =
m∑

i=1

∂f i

∂xj
(A) × ∂g

∂yi
(f(A)) = Jf(A)(g) × JA(f) × ej

Ce qui donne le produit des matrices Jacobiennes.

L’analogie avec la dimension 1 – les fonctions réelles à une variable – continue : nous savons
que si une fonction à une variable réelle admet un maximum ou un minimum, sa dérivée en ce
point s’annule. Nous allons avoir le même résulat ici, une fois généralisée de façon tout à fait
naturelle la notion de maximum ou minimum :

Définition 1.45. Soit f : U ⊂ Rn ! R une fonction définie sur un ouvert U et à valeurs dans
R, et différentiable en un point A ∈ U . On dit que A est :

— un miminum local s’il existe une boule ouverte B(A, ϵ) ⊂ U de rayon ϵ > 0 telle que
f(A) ≤ f(x) pour tout x ∈ B(A, ϵ) ;

— un maximum local s’il existe une boule ouverte B(A, ϵ) ⊂ U de rayon ϵ > 0 telle que
f(A) ≥ f(x) pour tout x ∈ B(A, ϵ) ;

— un extremum local si c’est un minimum ou un maximum local ;
— un point critique de f si JA(f) est la matrice rectangulaire 1 × n nulle, i.e. si dfA ∈

L(Rn,R) est l’application linéaire nulle.

Remarque 1.46. On parle de minimum et de maximum global si la définition est valide pour
tout ϵ.
Exemple 1.47. Reprenons les fonctions de l’exemple 1.13. On a f(x, y) = x2 + y2 pour le para-
boloïde elliptique et g(x, y) = x2 −y2 pour le paraboloïde hyperbolique. On a df(a,b) = ( 2a 2b ) et
dg(a,b)( 2a 2b ), donc (0, 0) est un point critique de f et g. C’est un minimum de f mais c’est ce
qu’on appelle un point col ou point selle pour g : selon la direction x l’origine est un minimum,
mais c’est un maximum selon la direction y.

Le dernier item de la définition a un parallèle avec les nombres dérivés pour les fonctions à
une variable : une fonction f : R! R admet un point critique a si f ′(a) = 0. Comme le montre
les exemples, les extrema locaux sont des points critiques, mais tous les points critiques ne sont
pas des extrema, comme le montre par exemple l’origine a = 0 pour la fonction x 7! x3. Nous
n’avons fait que généraliser cette notion aux fonctions à plusieurs variables. Cela nous donne une
condition nécessaire similaire au cas une variable pour trouver les extrema locaux des fonctions
à plusieurs variables à valeurs dans R dans notre cas :

Proposition 1.48. Si A est un extremum local alors Jf (A) = 0, i.e. dfA = 0.

Exemple 1.49. La fonction f(x, y) = x2 + y2 donne comme dérivée partielle ∂f
∂x = 2x et ∂f

∂y = 2y.
La matrice Jacobienne au point (x, y) est J(x,y)(f) =

(
2x 2y

)
, et ceci s’annule effectivement à

l’origine (le graphe de f y admet un minimum). C’est un minimum car le graphe de f est un
paraboloïde elliptique.
Exemple 1.50. Attention tous les points critiques ne sont pas des extrema. Par exemple la
fonction f(x, y) = x2 − y2 donne comme dérivée partielle ∂f

∂x = 2x et ∂f
∂y = −2y. La matrice

Jacobienne au point (x, y) est J(x,y)(f) =
(
2x −2y

)
, qui s’annule effectivement à l’origine, mais

ce n’est ni un minimum ni un maximum car le graphe de f est un Pringle/col/selle de cheval
(on l’appelle paraboloïde hyperbolique).
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Définition 1.51. Nous avons deux cas extrêmes, lorsque m = 1 ou m = n, que nous donnons
ici :

1. Lorsque m = n, la matrice Jacobienne de f : Rn ! Rn en A est carrée, et sa trace est
appelée divergence de la fonction f en A : divA(f) = ∑n

i=1
∂fi

∂xi (A).
2. Lorsque m = 1, la transposée de la matrice Jacobienne de f : Rn ! R en A est un

n-vecteur appelé le gradient de f en A, et noté gradA(f) ou ∇f(A) :

∇f(A) =
(
∂f

∂xi
(A)

)
1≤i≤n

=


∂f
∂x1 (A)
∂f
∂x2 (A)
. . .

∂f
∂xn (A)

 = (JA(f))t

Exemple 1.52. Dernière notion utile en économie et abordée un peu plus haut d’un point de vue
mathématique : les lignes de niveau de la fonction P sont appelés isoquants de la fonction de
production. Ils représentent des lignes sur lesquelles la production ne varie pas, et on peut donc
affirmer que, le long d’un isoquant, la différentielle dP s’annule. Autrement dit, si le vecteur
t 7! (ht, kt) est un vecteur tangent à un isoquant, on a alors ht

∂P
∂K (K0, L0) + kt

∂P
∂L (K0, L0) = 0.

Les rapports entre les deux dérivées partielles en un point d’un isoquant sont appelés coefficients
d’elasticité : ils représentent la facilité à échanger du capital contre du travail (ou vice-versa)
pour garder une production constante. Ainsi, si on a ∂P

∂K (K0, L0) = −3∂P
∂L (K0, L0), cela signifie

que, si on diminue le capital de 1% en partant de la situation (K0, L0), il faudra augmenter le
travail de 3% pour garder le même niveau de production.

Proposition 1.53. Supposons que f est différentiable sur l’intérieur de son ensemble de défi-
nition D. Alors nous avons la formule suivante :

∀A ∈ 8D, ∀ v⃗ ∈ Rn dfA(v⃗) =
〈
∇f(A), v⃗

〉
Démonstration. On le fait grâce au calcul matriciel. Soit e1, . . . , en une base de Rn. Supposons
que v⃗ = v1e1 + . . . + vnen, alors on a d’après la définition de la matrice Jacobienne et la
Proposition 1.41 :

dfA(v⃗) =
(

∂f
∂x1 (A) . . . ∂f

∂xn (A)
)

×

v1

. . .
vn

 =
〈

∂f
∂x1 (A)
. . .

∂f
∂xn (A)

 ,
v1

. . .
vn

〉 = ⟨∇f(A), v⃗⟩

C’est bien le résultat demandé.

Remarque 1.54. Notons qu’en général, le terme
〈
∇f(A), v⃗

〉
peut être écrit ∇v⃗f(A), cette notation

permettant de faire le lien avec les connections en géométrie différentielle. Autrement dit, nous
avons ∇v⃗f(A) = dfAs

(
v⃗
)
.

1.3 Gradient et lignes de niveaux

Définition 1.55. Si f est différentiable en tout point de l’intérieur de son domaine de définition
D, on dit que f est différentiable sur 8D.

Pour toute fonction à une variable qui est dérivable sur tout son ensemble de définition
(qu’on suppose ouvert), on peut associer une fonction dérivée en associant, à tout point a de
l’ensemble de définition de f , sa dérivée f ′(a). On peut procéder de même avec une fonction
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différentiable en tout point de l’intérieur de son ensemble de définition, en associant, à tout
point A = (a, b) ∈ 8D, la différentielle de f au point A :

df : 8D ⊂ R2 −−−−−−!
(
R2)∗

(a, b) 7−−−−−−! df(a,b) :
(
h
k

)
7! h

∂f

∂x
(a, b) + k

∂f

∂y
(a, b)

La fonction différentielle df : 8D !
(
R2)∗ associe, à tout point de 8D un élément du dual de R2,

c’est à dire une forme linéaire (covecteur) sur R2. C’est ce qu’on appelle un champ de covecteurs
ou codistribution de rang 1, ou forme différentielle. Si la fonction df : 8D !

(
R2)∗ est continue

dans le sens des fonctions à plusieurs variables, alors on dit que f est de classe C1.Pour définir
la continuité de ce type de fonction, on observe que

(
R2)∗ ≃ R2, et donc qu’on peut identifier

tout covecteur avec un vecteur en prenant sa transposée. On peut donc prendre comme norme
sur le dual

(
R2)∗ la norme euclidienne classique sur R2. C’est à dire que pour tout covecteur

( r s ), on a : ∥∥∥( r s ) − df(a,b)

∥∥∥ =
√(

r − ∂f

∂x
(a, b)

)2
+
(
s− ∂f

∂y
(a, b)

)2

Cela nous permet donc de faire sens de la phrase : la différentielle de f est continue si :

∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 tel que ∀ (x, y) ∈ D ∩B((a, b), ϵ), df(x,y) ∈ B(df(a,b), ϵ)

Définition 1.56. Différentielle en dimension finie. Soit f : Rn ! Rm une fonction. Si f
est différentiable en tout point A ∈ 8D de l’intérieur de son domaine de définition, alors on dit
que f est différentiable sur 8D, et la fonction à plusieurs variables :

df : 8D −−−−−−! L(Rn,Rm)
A 7−−−−−−! dfA : v 7! Dvf(A)

est appelée la différentielle de f . Dans ce cas f est nécessairement continue sur 8D. Si de plus
la fonction différentielle df : 8D ! L(Rn,Rm) est continue, alors on dit que f est continûment
différentiable ou de classe C1.

Exemple 1.57. Un type de fonction à deux variables souvent utilisé en économie est la fonction
de Cobb-Douglas, qui modélise la production P en fonction du capital K et du travail L via la
formule P (K,L) = cKαLβ . Pour plus de simplicité, on prend souvent c = 1, et β = 1 −α (avec
α ∈ [0, 1]), donc P (K,L) = KαL1−α. Ceci a également pour avantage de rendre la fonction
homogène, c’est-à-dire que P (λK, λL) = λP (K,L) (autrement dit, si vous multipliez le capital
et le travail simultanément par un même facteur, la production subira la même augmentation).

Les dérivées partielles de cette fonction sont appelés en économie rendements marginaux. En
utilisant la notation différentielle, ces rendements marginaux donnent les coefficients d’augmen-
tation marginale de la production quand on augmente marginalement le travail ou le capital.
Ainsi, si ∂P

∂K (K0, L0) = 3, cela signifie qu’en augmentant de 1% le capital en partant d’une si-
tuation où le capital était de K0 et le travail de L0, la production augmentera d’environ 3%.
Avec l’équation donnée plus haut, on constate que ∂P

∂K (K,L) = αKα−1L1−α = α
(

L
K

)1−α
, et

∂P
∂L (K,L) = (1−α)KαL−α = (1−α)

(
K
L

)α
. Si on calcule désormais les dérivées secondes, on ob-

tient notamment ∂2P
∂K2 (K,L) = α(α− 1)Kα−2L1−α et ∂2P

∂L2 (K,L) = α(α− 1)KαL−1−α. Ces deux
expressions sont négatives, c’est un résultat qu’on connait en économie sous le nom de principe
des rendements décroissants : plus la production augmente, plus les rendements marginaux sont
faibles.
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Malheureusement il peut être parfois pas très pratique de manipuler la différentielle et on
préfère utiliser les dérivées partielles. En particulier, si on évalue la différentielle de f au point A
et en le vecteur de base ei, on obtient la dérivée partielle : dfA(ei) = ∂f

∂xi (A). Ce qui nous donne
le lien suivant entre différentielle et dérivées partielles :

Proposition 1.58. La fonction f : D ⊂ Rn ! Rm est de classe C1 si et seulement si ses
dérivées partielles existent et sont continues.

CALCUL DIFFÉRENTIEL 3. FONCTIONS DE CLASSE C 1 35

Fixons h : la fonction y 7! f (x0+h, y) est dérivable autour de y0. Appliquons le théorème des accroissements
finis à cette fonction d’une variable sur l’intervalle [y0, y0 + k] ; il existe donc ` 2 ]0, k[ tel que

f (x0 + h, y0 + k)� f (x0 + h, y0) = k
@ f
@ y
(x0 + h, y0 + `).

Le réel ` dépend de k et de h et tend vers 0 lorsque k tend vers 0 (uniformément en h). Or, @ f
@ y est continue

au point (x0, y0), donc @ f
@ y (x0 + h, y0 + `) =

@ f
@ y (x0, y0) + ✏2(h, k) avec lim(h,k)!(0,0) ✏2(h, k) = 0, d’où

f (x0 + h, y0 + k)� f (x0 + h, y0) = k
@ f
@ y
(x0, y0) + k✏2(h, k).

Ainsi,

f (x0 + h, y0 + k)� f (x0, y0) = h
@ f
@ x
(x0, y0) + k

@ f
@ y
(x0, y0) + h✏1(h) + k✏2(h, k).

Or
|h✏1(h) + k✏2(h, k)|

k(h, k)k 6 |✏1(h)|+ |✏2(h, k)| �������!
(h,k)!(0,0)

0,

donc

f (x0 + h, y0 + k)� f (x0, y0) = d f (x0, y0)(h, k) + o (k(h, k)k) .
Ainsi f admet un développement limité d’ordre 1 au point (x0, y0), autrement dit f est différentiable en ce
point.

3.2. Résumé

f est de classe C 1

f a des dérivées
partielles continues

f est différentiable

f admet un
DL à l’ordre 1

f est continue

f a des dérivées
partielles (et

directionnelles)

déf. déf.

• Les équivalences sont issues des définitions.

• Les implications viennent du théorème 1, de la proposition 1 et de la proposition 2.

• Les implications inverses sont fausses : voir les exemples ci-dessous.

3.3. Contre-exemples

Dans cette partie, on justifie que les énoncés précédents ne peuvent pas être améliorés. Cette section peut
être passée en première lecture.

Si f est différentiable, alors f est continue. La réciproque est fausse, comme le prouve l’exemple suivant.

Exemple 11.
Soit f : R2! R définie par f (x , y) = |x+ y |. Alors f est continue (comme somme et composée de fonctions
continues), mais n’est pas différentiable. Par exemple, @ f

@ x n’est pas définie en (0, 0), car

f (0+ h, 0)� f (0, 0)
h

=
|h|
h

Remarque 1.59. Soulignons ici que le caractère C1 ne dépend pas de la base par rapport à laquelle
les dérivées partielles sont définies. Cela est fondamental, et sera généralisé aux ordre supérieurs
plus tard.

Soit f : R2 ! R une fonction à deux variables et soit (a, b) ∈ 8D. Rappelons qu’on peut
décomposer la différentielle de f en un point (a, b) sur la base (O, i∗, j∗) de

(
R2)∗ comme :

df(a,b) = ∂f

∂x
(a, b) i∗ + ∂f

∂y
(a, b) j∗

Ce qui veut dire que sous forme matricielle, nous avons :

df(a,b) =
(

∂f
∂x (a, b) ∂f

∂y (a, b)
)

En lui appliquant la transposée qui est un isomorphisme entre vecteurs de R2 et covecteurs de
(R2)∗, on obtient donc un vecteur de R2, qui se nomme le gradient de f en A = (a, b) :

∇f(a, b) =
(
df(a,b)

)t =
(

∂f
∂x (a, b)
∂f
∂y (a, b)

)

Le gradient de f possède donc les mêmes informations que la différentielle de f . Si f est dif-
férentiable en tout point de 8D, alors le gradient est défini en tout point aussi. Cela induit une
application duale de la différentielle, en prenant la transposée :

∇f = (df)t : 8D −−−−−−! R2

(a, b) 7−−−−−−! ∇f(a, b)

Là où la fonction différentielle définissait un champ de covecteurs, le gradient de f définit ce
qu’on appelle plus généralement un champ de vecteurs. C’est un objet qui associe un vecteur à
tout point de R2 :
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Définition 1.60. Soit D ⊂ Rn un domaine. Un champ de vecteurs sur D est une application
X⃗ : D −! Rn (aussi notée sans la flèche). Si cette application vectorielle est continue (resp. de
classe C1), on dit que le champ de vecteurs est continue (resp. de classe C1).

En général dans ce cours on considère des champs de vecteurs continus ou de classe C1. On
peut représenter un champ de vecteur vu de dessus, en regardant le plan, et en traçant quelques
flèches qui désignent la tendance qu’ a le champ de vecteur dans cette région. La plupart des
champs de vecteurs que l’on étudie seront continus (lisses en vrai), c’est à dire que la longueur
et la direction des flèches varient continument lorsqu’on parcourt le plan R2.
Exemple 1.61. Regardons les deux champs de vecteurs suivants :

F⃗ : (x, y) 7−! 3⃗i− 2⃗j et G⃗ : (x, y) 7−! y⃗i− x⃗j

Le premier est constant, tandis que le deuxième est un champ de vecteur qui tourne autour de
l’origine dans le sens horaire.230 Chapter 3 Vector-Valued Functions

y

x

z

Figure 3.40 The constant vector
field F = a.

x

y

Figure 3.41 The vector field
G = yi − xj resembles the
velocity field of a rotating fluid.

differential operation left to be built from del. We call it the curl of a vector field
and define it as follows:

DEFINITION 4.2 Let F: X ⊆ R3 → R3 be a differentiable vector field on
R3 only. The curl of F, denoted curl F or ∇ × F (the latter read “del cross
F”), is the vector field

curl F = ∇ × F =
(

i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
× (F1i + F2j + F3k)

=

∣∣∣∣∣∣∣

i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣∣

=
(

∂ F3

∂y
− ∂ F2

∂z

)
i +

(
∂ F1

∂z
− ∂ F3

∂x

)
j +

(
∂ F2

∂x
− ∂ F1

∂y

)
k.

There is no good reason to remember the formula for the components of the
curl—instead, simply compute the cross product explicitly.

EXAMPLE 4 If F = x2 yi − 2xzj + (x + y − z)k, then

∇ × F =

∣∣∣∣∣∣∣

i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

x2 y − 2xz x + y − z

∣∣∣∣∣∣∣

=
(

∂

∂y
(x + y − z) − ∂

∂z
(−2xz)

)
i +

(
∂

∂z
(x2 y) − ∂

∂x
(x + y − z)

)
j

+
(

∂

∂x
(−2xz) − ∂

∂y
(x2 y)

)
k

= (1 + 2x)i − j − (x2 + 2z)k. !

Exemple 1.62. La carte des vents de surface sur Terre forme une représentation d’un champ de
vecteurs "vent". Ce champ de vecteurs est une application de R2 (car la tête est localement plate)
dans R2 (l’espace de la vitesse des vents). Le théorème du point fixe de Brouwer, dit aussi "de la
Boule Chevelue" ou de la "noix de coco", nous dit qu’il doit nécessairement exister à tout temps
t un point de la Terre en lequel le vent est nul. Ce théorème n’est pas prouvable physiquement,
mais est un résultat puissant de topologie (toute application continue de la sphère dans elle
même admet au moins un point fixe).
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Nous allons voir maintenant une propriété intéressante possédée par le gradient, en tant que
champ de vecteur. Nous devons pour cela introduire deux notions importantes, l’une tracée sur
le domaine de définition, l’autre tracée sur le graphe. Soit f : D ⊂ R2 ! R une fonction à deux
variables. Soit P ⊂ R un sous-ensemble de R, on note la préimage de P par f le sous-ensemble
de D ⊂ R2 suivant :

f−1(P ) =
{

(x, y) ∈ D ⊂ R2 tel que f(x, y) ∈ P
}

Attention, cerains points de Im(f) ne sont pas forcément dans P , et certains points de P ne sont
pas forcément dans l’image de f , mais cela n’a pas d’importance, on ne regarde que ceux qui
sont dans Im(f) ∩ P pour construire f−1(P ). Nous avons alors la propriété suivante (admise) :

Proposition 1.63. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1. la fonction f : D ! R est continue ;
2. pour tout intervalle ouvert I ⊂ R, la préimage f−1(I) est une partie ouverte de D ;
3. pour toute partie fermée F ⊂ R, la préimage f−1(F ) est une partie fermée de D.
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Exemple 1.64. Pour la fonction f(x, y) = ln(1 + x + y), la fonction est continue. En effet pour
tout intervalle ouvert de la forme ]a, b[, la préimage de cet intervalle est la partie de D qui est
strictement comprise entre les deux droites d’équations y = −x− 1 + ea et y = −x− 1 + eb.

Définition 1.65. On appelle ligne de niveau k ∈ R le sous-ensemble de D défini par :

Lk = f−1(k) = {(x, y) ∈ D tel que f(x, y) = k} ⊂ D

C’est à dire que tous les points de la ligne de niveau k sont
envoyés vers la valeur k ∈ R. En particulier, si k /∈ Im(f),
alors Lk = ∅ (ensemble vide), et nous avons la proposition
suivante simple à démontrer :

Lk ̸= Lk′ si et seulement si k ̸= k′

Une ligne de niveau est une courbe algébrique dans le plan
R2, donc peut être un point, une courbe ou une union de
courbes (cas plus compliqués), voire un plan (si la fonction
est constante). Si la fonction f est continue alors toutes
ses lignes de niveau sont fermées dans D, puisque le point
{k} est fermé dans R donc sa préimage par une fonction
continue est fermée (voir la Proposition 1.63).

Proposition 1.66. Les lignes de niveau de la fonction f : D ! R forment une partition de D,
c’est à dire : ⋃

k∈R
Lk = D et Lk = Lk′ si et seulement si k = k′
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Démonstration. Cela vient du fait que les lignes de niveau de la fonction f sont des classes
d’équivalence c’est à dire Lk ̸= Lk′ si et seulement si k ̸= k′.

Remarque 1.67. Le nom "ligne de niveau" vient de la notion éponyme sur les cartes de randonnée.
On voit tracées les lignes de niveau de la fonction Altitude qui donne, pour tout point (x, y) de
la Terre, son altitude.

Exemple 1.68. La fonction f : (x, y) 7! x2 + y2 est à valeurs dans R+. Soit k ∈ R. La ligne de
niveau k est le sous-ensemble de R2 défini par :

Lk =
{
(x, y) ∈ R2 tel que x2 + y2 = k

}
Si k < 0, lk = ∅. Si k = 0, Lk = {(0, 0)}, c’est un point. Si k > 0, Lk est le cercle de centre
l’origine et de rayon

√
k.
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Exemple 1.69. Prenons la fonction f(x, y) = ln(1 + x + y) de l’exemple 1.11, dont on a vu
le domaine de définition, et dont on sait qu’elle est continue. Alors soit k ∈ R, l’équation
ln(1 + x+ y) = k se résout par 1 + x+ y = ek c’est à dire la droite d’équation y = −x+ ek − 1.
Les lignes de niveau de la fonction f sont donc les droites parallèle à la droite y = −x − 1,
translatées positivement par ek. Elles sont toutes incluses dans le domaine de définition de la
fonction f , défini par l’ensemble des points (x, y) tels que y > −x− 1.

Exemple 1.70. Prenons la fonction de l’exemple 1.12, g(x, y) = exp
(

x+y
x2−y

)
, les lignes de niveau

sont définies par le choix d’un k ∈ R. Si k ≤ 0 alors les lignes de niveau sont vides. Si k > 0, on
on a :

exp
(
x+ y

x2 − y

)
= k ⇐⇒ x+ y = ln(k)(x2 − y) et x2 ̸= y

C’est une équation algébrique à résoudre (compliqué), cela donne une courbe algébrique. On
peut la ré-écrire sous la forme :

Ax2 + 2Dx+ 2Ey = 0 avec A = ln(k), D = −1
2 , E = − ln(k) + 1

2

Alors, la technique pour résoudre cette équation nous dit que si k = 1, la ligne de niveau est
une droite d’équation y = −x, si k = 1/e alors la ligne de niveau est l’union de deux droites
parallèles x = 1 et x = 0. En dehors de ces deux cas, la ligne de niveau est une parabole
d’équation y = ln(k)

ln(k)+1x
2.

Exemple 1.71. Pour le paraboloïde elliptique, les lignes de niveau sont des cercles de rayon
√
k ;

en particulier, si k < 0, la ligne de niveau est vide. Pour le paraboloïdes hyperboliques, si k ̸= 0,
la ligne de niveau est une hyperbole (l’union de fonctions de type y = 1/x), et si k = 0, la ligne
de niveau est l’union de deux droites sécantes d’équation y = ±x (les lignes en pointillé sont les
lignes de niveau négatives).

32



Exemple 1.72. Nous prenons la fonction suivante :

f : ]0,+∞[×R −−−−−−! R
(x, y) 7−−−−−−! ln(x) + y2

Le domaine de définition est le demi-plan droit ouvert. Les lignes de niveaux sont les courbes
de ce demi-plan qui satisfont, pour tout k ∈ R :

Lk = f−1(k) =
{

(x, y) ∈ D tel que ln(x) + y2 = k
}

=
{

(x, y) ∈ D tel que x = ek−y2}
La fonction y 7! e−y2 est bien connue. Le graphe de cette courbe est celui de x 7! e−x2 , pivoté
de −π

2 . Les courbes de niveau de la fonction f sont alors des homothéties de cette courbe, d’un
ratio ek.
Exemple 1.73. La fonction de Himmelblau (1924-2011) est utilisée pour tester l’optimization
d’algorithmes. Elle est donnée par :

f(x, y) = (x2 + y − 11)2 + (x+ y2 − 7)2

On peut donner les représentations suivantes en 3 dimensions et ses lignes de niveau dans un
graphe avec échelle logarithmique (les images viennent de Wikipedia) :

Remarque 1.74. On rappelle qu’un point critique de la fonction f : D ! R est un point où la
différentielle en ce point est nulle, c’est à dire : (a, b) ∈ 8D est un point critique si df(a,b) : R2 ! R
est l’application nulle. Il est équivalent de dire que le vecteur gradient ∇f(a, b) est nul.
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Proposition 1.75. Soit A = (a, b) un point du plan qui n’est pas un point critique de f . Alors
le vecteur gradient en ce point ∇f(a, b) est orthogonal à la ligne de niveau passant par ce point.
Autrement dit, le champ de vecteurs gradient de f est orthogonal aux lignes de niveau partout
où ∇f ̸= ( 0

0 ).

Expliquons cette proposition. Choisissons un point (a, b) qui n’est pas un point critique de f ,
donc en lequel le vecteur gradient n’est pas zéro. Posons k = f(a, b) et désignons par Lk la ligne
de niveau k, qui passe donc par (a, b). L’idée de la preuve de la Proposition 1.75 est que nous
devons obtenir l’équation de la tangente à la ligne de niveau Lk au point (a, b), et vérifier que
cette droite est orthogonale au vecteur gradient au point (a, b). Pour cela nous devons trouver
une paramétrisation locale de la ligne de niveau, autour du point (a, b). Supposons que nous
ayons une telle paramétrisation. Notons

γ : ] − ϵ, ϵ [ −−−−−−! D

t 7−−−−−−! γ(t) = (u(t), v(t))
le chemin paramétrisant cette courbe dans un voisinage de (a, b) et tel que γ(0) = (a, b). Les
fonctions u et v sont les composantes du chemin γ et sont des fonctions à une variable, dérivables.
La tangente à la courbe paramétrée γ en (a, b) est la droite passant par (a, b) et de vecteur
directeur

(
u′(0)
v′(0)

)
. C’est le vecteur vitesse du chemin t 7−! γ(t) au temps t = 0. Un vecteur

v⃗ =
(

h
k

)
est orthogonal à la courbe au point (a, b) = γ(0) si :〈(

u′(0)
v′(0)

)
,

(
h
k

)〉
= 0

C’est cette équation que nous voudrons montrer pour prouver la Proposition 1.75. Maintenant,
pour trouver une paramétrisation de la courbe de niveau Lk dans un voisinage du point (a, b),
la meilleure façon de procéder c’est d’arriver à décrire localement Lk comme le graphe d’une
fonction, soit de la variable x (comme en analyse classique), soit de la variable y (c’est nouveau !).
Le chapitre suivant est dédié à expliquer les conditions sous lesquelles nous pouvons faire cela.
Exemple 1.76. Si nous prenons la fonction classique f : (x, y) 7! x2 + y2, les lignes de niveaux
sont des cercles. Prenons (a, b) ̸= (0, 0) (seul point critique de la fonction). Nous avons que
∇f(a, b) =

( 2a
2b

)
. Soit k = a2 + b2. La ligne de niveau k est le cercle de centre l’origine et de

rayon
√
k. Le point (a, b) appartient à la ligne de niveau k. On peut paramétrer ce cercle grâce

aux coordonnées polaires :
γ : [−π, π] −−−−−−! R2

t 7−−−−−−! γ(t) =
(√

kcos(t),
√
ksin(t)

)
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Le point (a, b) est sur ce cercle donc il existe t0 tel que a =
√
kcos(t0) et b =

√
ksin(t0). Le

vecteur vitesse du chemin γ au temps t0 est donné par :

−−−!
γ′(t0) =

(
−

√
ksin(t0)√
kcos(t0)

)
=
(

−b
a

)

Nous avons donc : 〈
∇f(a, b),

−−−!
γ′(t0)

〉
=
〈(

2a
2b

)
,

(
−b
a

)〉
= −2ab+ 2ab = 0

On retrouve bien que le vecteur ∇f(a, b) est orthogonal au vecteur
−−−!
γ′(t0) (le vecteur tangent à

la ligne de niveau passant en (a, b)).

1.4 Le théorème des fonctions implicites

Le théorème des fonctions implicites est un théorème compliqué à formuler, mais dont les
idées sous-jacentes sont importantes. L’idée est de voir les lignes de niveau d’une fonction à
deux variables x et y comme des courbes paramétrées localement, par x ou y. Prenons la ligne
de niveau 1 de la fonction f(x, y) = x2 + y2, c’est le cercle de centre (0, 0) et de rayon 1, noté
S1. Autour du point (0, 1), une portion d’arc de cercle S1 peut être vu comme le graphe d’une
fonction (dérivable) de la variable x :

φ : ] − r, r [ −−−−−−! R

x 7−−−−−−!
√

1 − x2
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3. Théorème des fonctions implicites

3.1. Motivation

Le théorème des fonctions implicites est assez technique et son énoncé est difficile à comprendre, cependant
l’idée sous-jacente est assez simple. Comprenons donc d’abord le théorème sur un exemple. Il s’agit de
remplacer l’étude d’une fonction de deux variables par une fonction d’une seule variable. Partons de la
fonction de deux variables F : R2! R définie par F(x , y) = x2 + y2 � 1. On souhaite étudier l’ensemble
(F(x , y) = 0), c’est-à-dire l’ensemble des points (x , y) 2 R2 tels que x2 + y2 = 1. Géométriquement, c’est
donc le cercle C de rayon 1, centré à l’origine.

x

y

C (0, 1)

Plaçons-nous autour du point (0, 1) 2 C . Alors, dans un voisinage de ce point, la portion de cercle C est le
graphe y = '(x) d’une fonction x 7! '(x). On ne cherche pas à expliciter cette fonction, mais en fait c’est
'(x) =

p
1� x2.

x

y

x

'(x)

1�1 0

graphe de
'(x) =

p
1� x2

Est-ce qu’on peut faire ce travail pour tous les points du cercle ? Presque ! C’est possible pour tous les points,
sauf autour des points (1, 0) et (�1, 0). Autour de ces deux points, la portion de cercle n’est pas le graphe
d’une fonction de x . L’explication, c’est qu’en ces points il y a une tangente verticale, et que le graphe d’une
fonction de x dérivable n’a jamais de tangente verticale.

x

y

C

(1, 0)(�1,0) exemples de points de C au-
tour desquels y s’exprime
comme une fonction de x

On peut paramétrer d’autres arcs de cercle par rapport à la variable x, mais la condition
nécessaire est que l’arc de cercle en question (ouvert aux extrémités) doit être vu comme le
graphe d’une fonction (dérivable) de la variable x. En particulier, ce graphe ne peut pas avoir
de tangente verticale (ça n’arrive jamais pour une fonction de la variable x). On peut donc
paramétrer des arcs de cercles par la variable x que si ces arcs de cercle n’intersectent pas l’axe
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Figure 3 – On peut paramétrer un arc de cercle dans le voisinage de p0 par la fonction x 7!√
1 − x2. C’est la même fonction pour tout le demi-cercle supérieur (ouvert aux extrémités).

des abscisses. Autour des deux points (1, 0) et (−1, 0), aucun arc de cercle (ouvert aux bords)
ne peut s’écrire comme le graphe d’une fonction de x. L’explication, c’est qu’en ces points il y
a une tangente verticale, et que le graphe d’une fonction de x dérivable n’a jamais de tangente
verticale.
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x

y

C

(1,0)(�1,0) exemples de points de C au-
tour desquels y s’exprime
comme une fonction de x

Dans tous les points où on peut théoriquement exprimer l’arc de cercle comme le graphe
d’une fonction de x, il n’est parfois pas très simple d’exprimer cette fonction explicitement.
Cependant l’existence d’une telle fonction est garanti, c’est pourquoi on parle de théorème des
fonctions implicites. Dans le cas du cercle, par chance, la fonction est assez simple donc nous
pouvons toujours connaitre la fonction φ : le demi-cercle supérieur (ouvert aux extrémités) est
le graphe de la fonction x 7!

√
1 − x2 tandis que le demi-cercle inférieur (ouvert aux extrémités)

est le graphe de la fonction x 7! −
√

1 − x2. Notons que dans les deux cas, la fonction est de
classe C1 car on exclut les point (1, 0) et (−1, 0).

Maintenant que se passe-t-il aux points qui coupent l’axe des abscisses ? On peut tout sim-
plement considérer la portion de cercle autour de (1, 0) comme le graphe d’une fonction de la
variable y, c’est à dire y 7! φ̃(y). C’est un peu déroutant car les rôles de x et de y sont inversés :
au lieu que y soit fonction de x, ici x est fonction de y. C’est comme si on avait tourné la feuille
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de 90°. Et en fait, on peut exprimer les arcs de cercles comme des fonctions de y partout...sauf
aux point où la tangente au cercle est horizontale, c’est à dire en (0, 1) et (0,−1).
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Comment détecter les points de tangence verticale d’une courbe quelconque définie par (F(x , y) = 0)?

Les points de tangence verticale sur (F(x , y) = 0) sont les points où @ F
@ y (x , y) = 0 (et @ F

@ x (x , y) 6= 0).

x

y

F(x , y) = 0

C’est une formule valable pour n’importe quelle fonction F : R2! R. Faites le calcul pour notre fonction : si
x2 + y2 = 1 et @ F

@ y (x , y) = 0, alors (x , y) = (±1,0).

Comment faire pour les deux points spéciaux, par exemple en (1, 0)? On peut tout simplement considérer
la portion de cercle C autour de (1,0) comme le graphe d’une fonction de y : y 7! '̃(y). C’est un peu
déroutant car les rôles de x et de y sont inversés ; c’est comme si on avait tourné la feuille de 90�.

x

y

C
y

x
y

'̃(y)

�1

1

0

graphe de '̃(y)

tourner
la

tête
pour

regarder
dans

ce
sens

En fait, le cercle C est localement le graphe d’une fonction y 7! '̃(y), sauf aux points ayant une tangente
horizontale, qui sont donnés cette fois par l’équation @ F

@ x (x , y) = 0 (et @ F
@ y (x , y) 6= 0).

De façon plus générale, pour F : Rn! R une fonction de n variables, on remplace l’étude de (F(x1, . . . , xn) =
0) par l’étude d’une fonction ' de n� 1 variables, à condition que l’une des dérivées partielles ne s’annule
pas. Le théorème des fonctions implicites est surtout un résultat théorique, car la fonction ' n’est pas fournie
explicitement.

3.2. Cas F(x , y) = 0

Soit F : R2! R. On considère la courbe de niveau C :
�
F(x , y) = 0

�
.

On dit que la fonction y = '(x) est définie implicitement par F(x , y) = 0 si F(x ,'(x)) = 0, c’est-à-dire si
(x ,'(x)) 2 C . On dit alors que y = '(x) est une fonction implicite de F(x , y) = 0.

Théorème 3 (des fonctions implicites).
Soient F : R2! R une fonction de classe C 1 et (x0, y0) un point tel que F(x0, y0) = 0. Si

Exemple 1.77. Autre exemple : on regarde la courbe d’équation y2 = x c’est à dire la parabole
horizontale vers la droite, d’axe Ox et de sommet l’origine. Prenons un point (a, b) avec b > 0
qui se trouve sur la courbe ; cela veut dire que a = b2. Choisissons un nombre r > 0 tel que
0 < r < a. Pour tout x ∈ ]a − r, a + r[, la branche dans le demi plan supérieur de la parabole
peut s’écrire comme y = φ(x) =

√
x, une fonction de classe C1 (c’est à dire dont chaque dérivée

partielle est une fonction continue) dans le segment ]a−r, a+r[. On dit que l’équation x−y2 = 0
se résout en x sur l’intervalle ]a− r, a+ r[.

Maintenant, si on prend A = (0, 0) l’origine, on voit que n’importe quelle partie de la courbe
centrée en l’origine est doublée en haut et en bas. On ne peut pas résoudre en x, mais on peut
résoudre l’équation x − y2 = 0 en y. C’est à dire qu’on peut écrire x = φ̃(y) = y2. C’est une
paramétrisation de la courbe parabolique à l’origine, de classe C1.
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Exemple 1.78. Prenons maintenant un dernier exemple,
la courbe algébrique d’équation x− y3 = 0. Alors dans ce
cas, même si la dérivée le long de la courbe est verticale à
l’origine, on peut quand même paramétrer la courbe par
x ou par y, indifféremment, par contre la paramétrisation
par x n’est pas de classe C1. En effet, on peut écrire y en
fonction de x par la formule y = φ(x) = 3

√
x, mais cette

fonction n’est pas dérivable en 0. Par contre la fonction
x = φ̃(y) = y3 est de classe C1 en 0. La différence vient du
fait que la dérivée partielle de la fonction (x, y) 7! x− y3

par rapport à y s’annule en y = 0, mais pas la dérivée
partielle par rapport à x.

Scanned by CamScanner

Théorème des Fonctions Implicites. Soit f : D ⊂ R2 ! R une fonction de classe C1 (c’est
à dire dont chaque dérivée partielle est une fonction continue). Soit A = (a, b) un point de la
ligne de niveau k de f (c’est à dire f(a, b) = k) qui se trouve à l’intérieur 8D, et tel que :

∂f

∂y
(a, b) ̸= 0 (1.5)

Alors il existe un intervalle ouvert I contenant a, un intervalle ouvert J contenant b, et une
unique fonction de classe C1 dénotée φ : I ! J telle que :

φ(a) = b et ∀ (x, y) ∈ I × J, f(x, y) = k ⇐⇒ y = φ(x)

ce qui veut dire que, pour tout x ∈ I, on a f(x, φ(x)) = k.

Remarque 1.79. La condition (1.5) signifie que la tangente à la ligne de niveau au point (a, b)
n’est pas verticale. Si elle est verticale en ce point, un énoncé symétrique du théorème existe
pour la dérivée de f par rapport à x. Donc si jamais la dérivée de f par rapport à y est nulle
en (a, b), c’est à dire si la tangente à la ligne de niveau au point (a, b) est verticale, on regarde
la dérivée de f par rapport à x et on applique le théorème.

Théorème des Fonctions Implicites (2nde variable). Soit f : D ⊂ R2 ! R une fonction
de classe C1. Soit A = (a, b) un point de la ligne de niveau k de f (c’est à dire f(a, b) = k) qui
se trouve à l’intérieur 8D, et tel que :

∂f

∂x
(a, b) ̸= 0

Alors il existe un intervalle ouvert I contenant a, un intervalle ouvert J contenant b, et une
unique fonction de classe C1 dénotée φ̃ : I ! J telle que :

φ̃(b) = a et ∀ (x, y) ∈ I × J, f(x, y) = k ⇐⇒ x = φ̃(y)

ce qui veut dire que, pour tout y ∈ I, on a f(φ̃(y), y) = k.

Exemple 1.80. Dans l’exemple de la sphère, on pose f(x, y) = x2 + y2, et on regarde la ligne de
niveau 1 (cercle de rayon 1). Dans ce cas on avait bien ∂f

∂y (a, b) ̸= 0 partout dans le demi-plan
supérieur et le demi-plan inférieur, mais pas aux deux points (1, 0) et (−1, 0), où les tangentes
sont verticales. En ces points, et plus généralement dans tout le demi-plan droit et le demi-plan
gauche, on a au contraire ∂f

∂x (a, b) ̸= 0. Conclusion : pour les points du demi-plan supérieur
(resp. inférieur), le théorème nous dit qu’on aura une fonction de classe C1 φ : x 7!

√
1 − x2

(resp. φ : x 7! −
√

1 − x2) telle que y = φ(x), tandis que pour les point du demi-plan droit (resp.
gauche), on aura une fonction φ̃ : y 7!

√
1 − y2 (resp. φ̃ : y 7! −

√
1 − y2) telle que x = φ̃(y).
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Exemple 1.81. Dans l’exemple de la parabole horizontale 1.77, on pose f(x, y) = x − y2 et on
regarde la ligne de niveau 0. Alors la dérivée par rapport à x de la fonction f ne s’annule jamais,
cela veut dire qu’on peut toujours exprimer x en fonction de y (oui c’est la définition de la
fonction même). Par contre, la dérivée de f par rapport à y s’annule en (0, 0) et donc cela veut
dire qu’on peut exprimer y en fonction de x grâce à une fonction de classe C1 que pour x ̸= 0.
Exemple 1.82. Dans l’Exemple 1.78, on pose comme fonction f(x, y) = x− y3 et on regarde la
ligne de niveau 0. La dérivée par rapport à y s’annule en (0, 0) donc, bien qu’on puisse exprimer
y en fonction de x partout sur R, on sait que la fonction y = 3

√
x n’est pas de classe C1 en 0. Au

contraire, comme la dérivée de f par rapport à x n’est jamais nulle, on peut exprimer x comme
une fonction de classe C1 de la variable y, c’est précisément f .

Démonstration. En redéfinissant la fonction f : (x, y) 7! f(x, y) en retranchant k – c’est à dire
en étudiant la fonction g : (x, y) 7! f(x, y) − k, la ligne de niveau k de la fonction f est la ligne
de niveau 0 de la fonction g. On peut donc toujours supposer que k = 0. Prenons le point (a, b)
sur cette ligne de niveau 0. En outre, on suppose que ∂f

∂y (a, b) > 0 car, si jamais ∂f
∂y (a, b) < 0,

on peut se ramener au premier cas en étudiant −f plutôt que f , puisque si ∂f
∂y (a, b) < 0, alors

∂(−f)
∂y (a, b) > 0.

L’idée de la preuve est de dire que si on zoome assez proche du point (a, b), il existe un
rectangle I × J centré en (a, b) tel que, pour tout point de la frontière inférieure du rectangle,
f(x, y) < 0, et pour tout point de la frontière supérieure du rectangle, f(x, y) > 0 (voir la
Figure 4). Alors, si on fixe une valeur de x, par le théorème des valeurs intermédiaires (et
stricte croissance de f lorsqu’on augmente y), il existe un unique y (qui dépend de x) tel que
(x, y) ∈ I × J et f(x, y) = 0. La correspondance injective x 7! y définit une fonction φ : I ! J
qui a pour propriété de paramétrer la ligne de niveau 0 (par sa définition même). On peut donc
écrire que (x, y) ∈ L0 si et seulement si y = φ(x). C’est le résultat du théorème.

Passons à la preuve rigoureuse. Rappelons que ∂f
∂y (a, b) > 0. Comme la fonction f est de

classe C1, la fonction dérivée (x, y) 7! ∂f
∂y (x, y) est continue en les deux variables. Donc il existe

un nombre réel ρ > 0 tel que ∂f
∂y > 0 dans un voisinage de (a, b). Or un voisinage d’un point

dans R2 se caractérise par le fait de contenir une boule ouverte centrée en (a, b). Selon la norme
choisie, la boule ouverte est un disque ouvert (norme euclidienne), ou bien un rectangle ouvert
(nome infinie), etc. Toutes les normes son équivalentes en dimension finies donc nous choisissons
la norme la plus pratique, ici la norme infinie. Ainsi, nous avons qu’il existe ρ > 0 tel que (c’est
le rectangle vert sur la Figure 4) :

∀ (x, y) ∈ [a− ρ, a+ ρ] × [b− ρ, b+ ρ] ∂f

∂y
(x, y) > 0

De cette dérivée sur la seconde variable strictement positive, on en déduit que pour tout x ∈
[a − ρ, a + ρ] la fonction à partielle fx : y 7! f(x, y) est strictement croissante sur le segment
vertical [b− ρ, b+ ρ].
Remarque 1.83. Autrement dit, la restriction au rectangle [a − ρ, a + ρ] × [b − ρ, b + ρ] permet
de se restreindre à un voisinage du point (a, b) dans lequel la ligne de niveau 0 ne fait pas de
boucle (comme les méandres du Mississipi). Par contre, nous ne savons pas encore si la ligne de
niveau de sort pas du rectangle avant d’atteindre le côté droit du rectangle, à l’abscisse a + ρ
(c’est ce qui est illustré sur la Figure 4).

Résolvons le problème soulevé par la précédente remarque. Comme on a f(a, b) = 0, et que
fx : y 7! f(x, y) est strictement croissante sur [b− ρ, b+ ρ], on en déduit que f(a, b− ρ) < 0 et
f(a, b+ ρ) > 0. Comme la fonction f est continue, la propriété d’être strictement supérieur (ou
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Figure 4 – Illustration de la démarche du théorème des fonctions implicites. Le premier choix de
ρ > 0 se base sur le fait que ∂f

∂y (a, b) > 0. Cependant ce ρ peut encore être trop grand car on veut
que tout le bord inférieur du rectangle satisfasse f(bord inférieur) < 0 et tout le bord supérieur
satisfasse f(bord supérieur) > 0. On choisit alors r > 0 assez petit de façon à avoir cette
condition (rectangle orange). Ensuite il suffit d’utiliser le théorème des valeurs intermédiaires :
à chaque x ∈ ]a−r, a+r[ correspond un unique y ∈ ]b−ρ, b+ρ[ tel que f(x, y) = 0. Pour chaque
x, ce y est noté φ(x).

inférieur) à 0 est une propriété locale. Ainsi, il existe un voisinage (dans R) du point a tel que
pour tout x de ce voisinage, f(x, b− ρ) < 0 (en bleu sur la Figure 4). Idem pour f(x, b+ ρ) > 0
(en mauve en haut du rectangle sur la Figure 4). Formellement, cela établit qu’il existe 0 < r ≤ ρ
tel que, pour tout x ∈ [a−r, a+r], f(x, b−ρ) < 0 et f(x, b+ρ) > 0 (le bord inférieur et supérieur
du rectangle orange sur la Figure 4).

Fixons x ∈ [a−r, a+r]. Comme fx est strictement croissante et f(x, b−ρ) < 0 et f(x, b+ρ) >
0, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un unique nombre y ∈ ]b−ρ, b+ρ[ tel
que f(x, y) = 0. On note ce y particulier, associé à chaque x, φ(x). On a donc une correspondance
injective entre x ∈ ]a−r, a+r[ et y = φ(x) ∈ ]b−ρ, b+ρ[, telle que f(x, φ(x)) = 0. En particulier,
pour x = a, comme f(a, b) = 0 et que la correspondance est injective, on en déduit que φ(a) = b.
Cette correspondance injective définit une application injective

φ : I −−−−−−! J

x 7−−−−−−! φ(x)

où on a noté I = ]a − r, a + r[ et J = ]b − ρ, b + ρ[. On peut montrer que c’est une fonction de
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classe C1 (compliqué). C’est l’application qu’on recherche.

Remarque 1.84. Le théorème s’appelle Théorème des Fonctions Implicites car on ne connait pas
la fonction φ explicitement. On a prouvé qu’elle existe, mais on n’a pas donné de formule précise.
Ce n’est pas un problème car c’est sa dérivée qui nous intéresse, et celle-ci nous la connaissons.

Corollaire 1.85. Soit φ : I ! J la fonction définie dans le Théorème des Fonctions Implicites.
Alors on a pour tout x ∈ I :

φ′(x) = −
∂f
∂x (x, φ(x))
∂f
∂y (x, φ(x))

(1.6)

Démonstration. Pour retrouver facilement la formule (1.6), il suffit de dériver la fonction x 7!
f(x, φ(x)) par rapport à la variable x, et de noter que pour tout x ∈ I, f(x, φ(x)) = 0 donc la
dérivée est constante, nulle :

0 = df

dx
(x, φ(x)) = ∂f

∂x
(x, φ(x)) + φ′(x)∂f

∂y
(x, φ(x))

Ensuite, on sait qu’au point (a, b) au moins, ∂f
∂y (a, b) ̸= 0. Et comme f est de classe C1, la

condition (1.5) reste vraie pour tout (x, φ(x)) dans un voisinage de (a, b), et donc cela garantit
qu’on peut diviser par ∂f

∂y (x, φ(x)) pour obtenir l’équation (1.6).

Corollaire 1.86. Soit (a, b) un point du plan qui n’est pas un point critique de f et k = f(a, b).
Alors l’équation de la droite tangente à la ligne de niveau k au point (a, b) est donnée par :

(y − b)∂f
∂y

(a, b) + (x− a)∂f
∂x

(a, b) = 0 (1.7)

Remarque 1.87. Autrement dit, pour écrire la formule (1.7) sous une forme mieux connue, si
on suppose que ∂f

∂y (a, b) ̸= 0, et si on note φ : I ! J la fonction donnée par le Théorème des
Fonctions Implicites, l’équation de la droite se lit :

y = φ′(a)x+ b− aφ′(a)

Notons que les coordonnées dépendent du choix de la base de R2 choisie, mais la ligne de niveau
et la droite tangent en un point sont des objets géométriques donc ils ne changent pas par
changement de base (seules leur description par coordonnées changent). L’idée du théorème des
fonctions implicites est d’avoir un bon choix de coordonnées pour décrire la ligne de niveau dans
le voisinage d’un point (a, b) comme le graphe d’une fonction, qu’on peut donc dériver et obtenir
la tangente.

Démonstration. Si ∂f
∂y (a, b) = 0 alors la tangente à la ligne de niveau k au point (a, b) est

verticale (le point n’est pas un point critique donc la tangente existe bien). L’équation de la
droite tangente est donc x = a, ce qui correspond bien à l’équation (1.7) pour ∂f

∂y (a, b) = 0 et
∂f
∂x (a, b) ̸= 0.

Si par contre ∂f
∂y (a, b) ̸= 0, alors par le Théorème des Fonctions Implicites, il existe I (resp. J)

intervalle ouvert contentant x (resp. y) et une unique fonction φ : I ! J telle que f(x, φ(x)) = k
pour tout x ∈ I. Alors la droite tangente au graphe de la fonction φ au point x = a est
précisément la droite tangente à la ligne de niveau k au point (a, b). L’équation de la droite
tangente au graphe de la fonction φ au point x = a est donnée par :

y = (x− a)φ′(a) + b
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De là, en rappelant la formule (1.6) pour la dérivée de φ, et en l’évaluant en x = a tout en
sachant que φ(a) = b, on obtient :

φ′(a) = −
∂f
∂x (a, b)
∂f
∂y (a, b)

Cela nous donne donc :
y = −(x− a)

∂f
∂x (a, b)
∂f
∂y (a, b)

+ b

Ce qui donne bien l’équation (1.7).

Définition 1.88. Un vecteur directeur d’une droite donnée est n’importe quel vecteur non-nul
X⃗ dont la direction est la même que la droite. Un vecteur orthogonal (ou normal) à cette droite
est un vecteur non-nul Y⃗ tel que

〈
X⃗, Y⃗

〉
= 0, pour n’importe quel vecteur directeur X⃗.

Pour une droite verticale, donc d’équation x = constante, alors un vecteur directeur est
colinéaire au vecteur vertical ( 0

1 ), tandis qu’un vecteur normal est colinéaire au vecteur horizontal
( 1

0 ). Dans les deux cas il en existe une infinité. Pour une droite non-verticale, c’est à dire
d’équation y = αx+ β, un vecteur directeur est colinéaire au vecteur ( 1

α ) tandis qu’un vecteur
normal est colinéaire au vecteur

(−α
1
)
. On peut en effet vérifier que le produit scalaire de ces

deux vecteurs est nul. Dans les deux cas il y en a une infinité. Plus généralement, on a un
résultat plus synthétique qui unifie ces deux cas, en observant que toute droite (non verticale et
verticale) peut être décrite par un seul type d’équation algébrique, totalement générale :

Ax+By + C = 0

On retrouve pour B = 0, le cas des droites verticales d’équation x = −C
A = constante, tandis

que pour B ̸= 0 – les droites non-verticales – on a y = − A
Bx − C

B et donc, en posant α = − A
B

et β = −C
B , on obtient l’équation classique y = αx+ β. Toutes les droites peuvent être décrites

par l’équation ci dessus.

Proposition 1.89. La droite d’équation Ax+By + C = 0 admet comme vecteur directeur :

T⃗ =
(
B

−A

)

et comme vecteur normal :
N⃗ =

(
A
B

)

Dans le cas d’une droite verticale – c’est à dire pour B = 0 – le vecteur directeur T⃗ =
( 0

−A

)
est colinéaire à ( 0

1 ) qu’on avait retrouvé plus haut, et le vecteur normal N⃗ =
(

A
0
)

est colinéaire
à ( 1

0 ) comme vu avant. Pour une droite non verticale – c’est à dire pour B ̸= 0 – la droite
d’équation Ax+By + C = 0 peut aussi s’écrire y = αx+ β avec α = − A

B et β = −C
B . On peut

factoriser par B dans le vecteur directeur T⃗ , et on obtient T⃗ = B
( 1

− A
B

)
, qui est bien colinéaire

à ( 1
α ), qui est bien le vecteur directeur de la droite d’équation y = αx+ β introduit plus haut.

De même on peut factoriser par B dans le vecteur normal N⃗ et on obtient N⃗ = B
(

A
B
1

)
, qui est

colinéaire à
(−α

1
)

qu’on avait trouvé plus haut. Tout est cohérent. Nous pouvons maintenant
démontrer la proposition vue en fin de chapitre précédent :

Proposition 1.90. Soit (a, b) un point du plan qui n’est pas un point critique de f . Alors le
vecteur gradient en ce point ∇f(a, b) est orthogonal à la ligne de niveau passant par ce point.
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Démonstration. Soit (a, b) un point qui n’est pas un point critique de f et supposons que
f(a, b) = k. Si ∂f

∂y (a, b) = 0 alors, comme (a, b) n’est pas un point critique de f , d’une part
la tangente à la ligne de niveau k au point (a, b) est verticale, et d’autre part nécessairement
∂f
∂x (a, b) ̸= 0. Dans ce cas le gradient de f en (a, b) – qui est ∇f(a, b) =

(
∂f
∂x (a, b)

0

)
– est ho-

rizontal. On a donc bien que le gradient est orthogonal à la tangente (verticale) à la ligne de
niveau au point (a, b).

Si ∂f
∂y (a, b) ̸= 0, alors par le Théorème des Fonctions Implicites, il existe I (resp. J) un

intervalle ouvert contentant a (resp. b) et une unique fonction φ : I ! J telle que f(x, φ(x)) = k
pour tout x ∈ I. Autrement dit, la ligne de niveau k dans le voisinage de (a, b), est le graphe de la
fonction φ. L’équation de la tangente à ce graphe au point (a, φ(a)) est donc donné classiquement
par :

y = φ′(a)(x− a) + b

D’après la discussion précédant la Proposition 1.89, un vecteur directeur de cette tangente est :

X⃗ =
(

1
φ′(a)

)
=

 1
−

∂f
∂x

(a,b)
∂f
∂y

(a,b)


Le produit scalaire entre le gradient de f en (a, b) et le vecteur tangent à la ligne de niveau k
en (a, b) est donc :

〈
∇f(a, b), X⃗(a,b)

〉
= df(a,b)

(
X⃗(a,b)

)
= 1 × ∂f

∂x
(a, b) −

∂f
∂x (a, b)
∂f
∂y (a, b)

× ∂f

∂y
(a, b) = 0

On a donc bien l’orthogonalité entre le gradient et le vecteur tangent.

Remarque 1.91. On aurait pu prouver cette Proposition de façon beaucoup plus directe en
rappelant que l’équation de la tangente à la ligne de niveau k au point (a, b) est donnée par la
formule (1.7). Mettons là sous la forme Ax+By + C = 0 :

∂f

∂x
(a, b)︸ ︷︷ ︸

= A

x+ ∂f

∂y
(a, b)︸ ︷︷ ︸

= B

y−
(
a
∂f

∂x
(a, b) + b

∂f

∂y
(a, b)

)
︸ ︷︷ ︸

= C

= 0

On en déduit par la Proposition 1.89 qu’un vecteur orthogonal à cette droite est le vecteur

N⃗ =
(

∂f
∂x (a, b)
∂f
∂y (a, b)

)
. C’est précisément le gradient de f au point (a, b).

Exemple 1.92. Prenons la fonction f(x, y) = x2 + y2. Le seul point critique est l’origine (0, 0)
et la ligne de niveau k est le cercle de rayon

√
k. Le gradient est champ de vecteur radial (donc

orthogonal aux cercles), pointant vers l’extérieur et défini par ∇f(x, y) =
(

2x
2y

)
.

Nous savons que le gradient est orthogonal aux lignes de niveaux, mais nous ne savons pas
dans quelle direction il pointe. La proposition suivante nous donne une information importante.
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Proposition 1.93. Soit (a, b) un point du plan qui n’est pas
un point critique de f (qu’on suppose de classe C1). Le vecteur
gradient ∇f(a, b) pointe dans la direction de la plus forte pente
vers les lignes de niveaux croissants.

Remarque 1.94. Autrement dit, si l’on veut passer le plus vite
possible de la ligne de niveau k à la ligne de niveau k′ > k, à
partir du point (a, b), de niveau f(a, b) = k, alors il faut démar-
rer en suivant la direction du gradient ∇f(a, b) et en suivant
le champ de vecteurs gradients jusqu’à la ligne de niveau k′.
En anglais on dit steepest ascent. Comme métaphore, un skieur
voulant aller vite choisit la plus forte pente descendante en un
point de la montagne : c’est la direction opposée au gradient
de la fonction altitude, qui à un point de latitude et longitude
(x, y) donne l’altitude en ce point.

Démonstration. La dérivée directionnelle de la fonction f suivant le vecteur non nul v⃗ au point
(a, b) décrit la variation de f autour de ce point lorsqu’on se déplace dans la direction v⃗. Par
la suite on suppose que la norme du vecteur v⃗ est 1, puisqu’on s’intéresse à la direction suivant
laquelle la fonction f augmente le plus. Par définition de la différentielle et du gradient, nous
avons :

Dv⃗f(a, b) = df(a,b)(v⃗) = ⟨∇f(a, b), v⃗⟩
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Or nous savons que le produit scalaire dans R2 satisfait :

⟨u⃗, v⃗⟩ = ∥u⃗∥∥v⃗∥cos (θ(u⃗, v⃗))

où θ(u⃗, v⃗) est l’angle entre les vecteur u⃗ et v⃗. Nous avons donc, en rappelant que ∥v⃗∥ = 1 :

Dv⃗f(a, b) = ∥∇f(a, b)∥cos (θ(∇f(a, b), v⃗))

Donc Dv⃗f(a, b) est maximale lorsque l’angle θ est nul, c’est-à-dire lorsque v⃗ pointe dans la même
direction que ∇f(a, b). Autrement dit la variation de f est maximale lorsqu’on se déplace dans
la direction du gradient. Cela nous dit que le gradient indique la croissance maximale de la
fonction f .

Exemple 1.95. La fonction f : (x, y) 7! xy a pour lignes de niveau k ̸= 0 les hyperboles d’équation
y = k

x . Pour k = 0, les lignes de niveau sont l’union de l’axe horizontal et de l’axe vertical, ce
n’est pas une courbe, c’est un sous-ensemble (non régulier) de R2

Scanned by CamScanner

Nous allons finir ce chapitre sur une conséquence du théorème des fonctions implicites, ou
plutôt sur un théorème équivalent au théorème des fonctions implicites, et on admet la preuve :

Théorème d’inversion locale. Soit I, J deux intervalles ouverts de R, soit φ : I ! J une
fonction de classe C1, et soit a ∈ I. Si φ′(a) ̸= 0, alors φ est localement inversible autour de a,
c’est à dire qu’il existe un intervalle ouvert Ia ⊂ I contenant a et un intervalle ouvert Jb ⊂ J
contenant b = φ(a), tels que

1. la restriction de φ à Ia – notée ψ – est une bijection entre Ia et Jb, et
2. la fonction réciproque ψ−1 : Jb ! Ia est de classe C1.

Définition 1.96. Une fonction ψ qui est bijective, de classe C1 et dont la réciproque est de
classe C1 est appelée C1-difféomorphisme.

1.5 Surfaces d’équation z = f(x, y)

Une ligne de niveau d’une fonction à deux variables est dans la plupart des cas une courbe
du plan R2 qu’on peut localement paramétrer grâce au théorème des fonctions implicites. Inver-
sement, il se trouve que toute courbe paramétrée du plan peut s’écrire comme la ligne de niveau
0 d’une fonction lisse, c’est à dire de classe C∞. De même, dans R3, une surface de dimension 2
peut donc s’écrire comme l’ensemble de niveau 0 d’une fonction lisse (différentiable une inifnité
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de fois) de trois variables g(x, y, z). L’ensemble de niveau k ∈ R de la fonction g est défini comme
la préimage du nombre k :

Sk = g−1(k) =
{

(x, y, z) ∈ R3 tel que g(x, y, z) = k
}

Comme on suppose que g est continue, c’est un ensemble fermé. Plus généralement, tout sous-
ensemble fermé de Rn peut s’écrire que l’ensemble de niveau zéro d’une fonction lisse 1. Par le
Théorème des Fonctions Implicites, toute courbe du plan peut être vue localement comme le
graphe d’une fonction y = φ(x) ou x = φ̃(y). Ainsi, pour connaitre le comportement local d’une
courbe, il suffit de bien savoir étudier les fonctions à une variable et la géométrie de leur graphe.

Comme pour les courbes dans R2, il existe un théorème des fonctions implicites pour les
surfaces qui nous dit que, si la condition ∂g

∂z (a, b, c) ̸= 0 est satisfaite, alors on peut trouver une
unique fonction de classe C1 à deux variables ψ : D ! I avec D un domaine ouvert de R2

contenant (a, b), I un intervalle ouvert contenant c, et telle que la surface S0 dans un voisinage
de (a, b, c) peut être vue comme le graphe de la fonction ψ, c’est à dire que S0 dans ce voisinage
consiste en tous les points (x, y, z) avec z = ψ(x, y). Comme pour les courbes, il nous suffit
donc de bien comprendre le fonctionnement des fonctions à deux variables et la géométrie de
leur graphe pour tout savoir sur l’étude locale de n’importe quelle surface de dimension 2 !
Dans cette section, nous allons donc majoritairement nous limiter à l’étude des surfaces du type
z = f(x, y) pour une fonction f : D ⊂ R2 ! R de classe C1. L’ensemble :

S =
{

(x, y, z) ∈ D × R ⊂ R3 tel que z = f(x, y)
}

= Gr(f)

est appelée surface d’équation z = f(x, y) ou graphe de la fonction f . Pour tout point m = (x, y)
appartenant au domaine de définition D, correspond un unique point M = (x, y, f(x, y)) de la
surface S d’équation z = f(x, y). Le point M se projette en m sur le plan xOy. La surface S est
par définition le graphe de la fonction de deux variables f .

Si on relève une ligne de niveau k sur le graphe de la fonction f , on obtient ce qu’on appelle
une courbe de niveau k. Elle est incluse dans le graphe de f . Plus précisément la courbe de
niveau k ∈ R de la fonction f est le sous-ensemble de Gr(f) défini par :

Ck = {(x, y, z = f(x, y)) ∈ Gr(f) tel que z = k}

Les courbes de niveau sont bien entendu disjointes si k ̸= k′. La ligne de niveau k est une courbe
du plan R2 (dans le domaine de définition), la courbe de niveau k est une courbe de l’espace R3

(sur le graphe de f), située au dessus de la ligne de niveau k. On obtient la courbe de niveau k
en partant de la ligne de niveau k et en remontant à l’altitude k. On observe donc que la surface
d’équation z = f(x, y) est précisément l’union des courbes de niveau, en "empilant" les courbes
de niveau.
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Rappelons que dans le plan R2, les droites ont pour équation Ax + By + C = 0. C’est une
équation linéaire en les deux coordonnées x et y, c’est une caractéristique des droites. Dans
un espace à deux dimensions, une équation algébrique en les deux variables définit une courbe
algébrique. Lorsque cette équation algébrique est linéaire en les variables, alors ces courbe est
une droite. Si C = 0 alors l’équation devient Ax + By = 0 et cette droite passe par l’origine
donc c’est un sous-espace vectoriel (ou droite vectorielle) de R2. Si C ̸= 0, on dit que la droite
est un sous-espace affine (ou droite affine) de R2. Le mot affine veut dire que ce sous-ensemble
se comporte presque comme un espace vectoriel, mis à part qu’il ne contient pas l’élément nul.
Dans l’espace à deux dimensions, pour définir une courbe en une dimension, il faut une équation.
Si on a un système de deux équations algébriques à résoudre, par exemple le système :{

3x+ 2y − 4 = 0
−2x+ 2y + 3 = 0

Ce système d’équations représente deux droites. Résoudre ce système revient à trouver l’en-
semble des points de coordonnées (x, y) satisfaisant les deux équations, c’est à dire les points qui
appartiennent aux deux droites. Dans le cas présent, les deux droites se coupent en un unique
point

(
7
5 ,−

1
10

)
. C’est la solution du système d’équations. Le système suivant :

{
3x+ 2y − 4 = 0
−6x− 4y + 1 = 0

consiste en deux droites parallèles, donc l’ensemble des points qui appartiennent aux deux droites
est vide. Cela représente un cas qui nous intéresse peu. Dans tous les cas, nous voyons que pour
définir un point dans R2, on peut le définir comme l’intersection de deux droites. C’est à dire
pour définir un sous-ensemble de dimension 0 dans un espace en deux dimension, il faut et il
suffit de deux équations algébriques linéaires.

L’idée générale c’est qu’une équation algébrique dans un espace de dimension n définit une
surface de dimension n − 1. Un système de deux équations algébriques (si elles sont indépen-
dantes) définissent une surface de dimension n− 2 (ou un ensemble vide). Au dessus ça devient
un peu plus compliqué car ça dépend des cas mais l’idée générale si tout se passe bien c’est qu’un
un système de k équations algébriques indépendantes définit une surface de dimension n− k (il
y a des exceptions ! ! ! !). Ainsi, dans l’espace R3, une équation algébrique des variables x, y, z
définit une surface. Deux équations définissent une courbe (ou une surface si les deux équations
sont reliées, ou bien l’ensemble vide), et trois équations indépendantes définissent un point de
l’espace. En particulier, les équations algébriques linéaires de x, y, z de type Ax+By+Cz+D = 0
définissent un plan vectoriel ou affine de l’espace. Affine ici veut dire que le plan ne passe pas par
l’origine. Un système de deux équations linéaires consiste géométriquement entre l’intersection
de deux plans (s’ils ne sont pas parallèles) et donc l’ensemble des points solutions est une droite
de l’espace.

L’intersection de deux plans affines de R3, lorsqu’ils ne sont pas confondus ou parallèles,
forme une droite de l’espace. Une droite dans R3 est donc définie par deux équations de plans
qui sont indépendantes algébriquement. Une équation de plan affine de R3 est ax+by+cz+d = 0.
Une équation algébrique de droite est le système de deux équations :{

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0

de telle façon que le triplet (a1, b1, c1) n’est pas proportionnel (colinéaire) à (a2, b2, c2). En
résumé : une droite dans le plan R2 est représentée par une équation algébrique linéaire Ax +
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By + C = 0. Dans l’espace R3, un plan est représenté par une équation algébrique linéaire
Ax+By+Cz+D = 0 tandis qu’une droite de l’espace est définie par l’intersection de deux plans,
donc par un système de DEUX équations algébriques linéaires (c’est un peu contradictoire).
L’idée à retenir c’est qu’une équation algébrique en n variables définit une surface de dimension
n− 1 dans Rn.

Dans le plan R2 comme dans l’espace R3 nous pouvons décrire les droites à l’aide d’un
paramètre. Il suffit d’un point et d’un vecteur directeur. La droite passant par le point (a, b, c)
et de vecteur directeur

( u
v
w

)
est le sous-ensemble de R3 donné par :

{
(x, y, z) ∈ R3 tel que (x, y, z) = (a, b, c) + t

( u
v
w

)
,∀ t ∈ R

}
C’est un exemple simple de courbe paramétrée ! !

Définition 1.97. Un chemin ou courbe paramétrée de classe Ck (dans R3) est une fonction
γ : I ! R3, t 7! (u(t), v(t), w(t)), où I est un intervalle réel, et tel que les fonctions coordonnées
u, v, w : I ! R sont de classe Ck. L’image de γ est appelée support de la courbe paramétrée.
Soit γ : I ! R3, t 7! (u(t), v(t), w(t)) un chemin de classe C1. On définit le vecteur vitesse au
temps t0 ∈ 8I par le vecteur de R3 suivant :

−!
γ′ (t0) =

u′(t0)
v′(t0)
w′(t0)


On dit que le chemin est régulier en t0 si

−!
γ′ (t0) ̸= 0⃗.

Exemple 1.98. La droite passant par le point (a, b, c) et de vecteur directeur
( u

v
w

)
peut être vue

comme une courbe paramétrée si on écrit :

γ : R −−−−−−! R3

t 7−−−−−−! (a, b, c) + t

uv
w

 = (a+ tu, b+ tv, c+ tw)

Le point (a, b, c) correspond au point γ(0), et le vecteur directeur est le vecteur vitesse de γ.

Exemple 1.99. Soit r > 0, la fonction γ : R! R3 définie par :

γ(t) = (rcos(t), rsin(t), t)

est appelée hélice circulaire. L’hélice vit sur le cylindre d’équation
x2+y2 = r2. L’hélice admet pour vecteur vitesse le vecteur suivant :

−!
γ′ (t) =

−rsin(t)
rcos(t)

1


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x

y

Figure 3.2 The path y of
Example 2.

z

t = 0 y
x

t =   /2π

t = 2π

Figure 3.3 The path z of
Example 3.

EXAMPLE 3 The map z: R → R3 defined by

z(t) = (a cos t, a sin t, bt), a, b constants (a > 0)

is called a circular helix, so named because its projection in the xy-plane is a
circle of radius a. The helix itself lies in the right circular cylinder x2 + y2 = a2

(Figure 3.3). The value of b determines how tightly the helix twists. !

We distinguish between a path x and its range or image set x(I ), the latter
being a curve in Rn . By definition, a path is a function, a dynamic object (at least
when we imagine the independent variable t to represent time), whereas a curve
is a static figure in space. With such a point of view, it is natural for us to consider
the derivative Dx(t), which we also write as x′(t) or v(t), to be the velocity vector
of the path. We can readily justify such terminology. Since

x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))

is a function of just one variable,

v(t) = x′(t) = lim
!t→0

x(t + !t) − x(t)
!t

.

Thus, v(t) is the instantaneous rate of change of position x(t) with respect to t
(time), so it can appropriately be called velocity. Figure 3.4 provides an indication
as to why we draw v(t) as a vector tangent to the path at x(t). Continuing in this
vein, we introduce the following terminology:

z

x
y

v(t)

x(t + ∆t) − x(t)

Figure 3.4 The path x and its
velocity vector v.

DEFINITION 1.2 Let x: I → Rn be a differentiable path. Then the velocity
v(t) = x′(t) exists, and we define the speed of x to be the magnitude of
velocity; that is,

Speed = ‖v(t)‖.
If v is itself differentiable, then we call v′(t) = x′′(t) the acceleration of x
and denote it by a(t).

EXAMPLE 4 The helix x(t) = (a cos t, a sin t, bt) has

v(t) = −a sin t i + a cos t j + b k and a(t) = −a cos t i − a sin t j.

La courbe est régulière en
tout temps t.

La notion de courbe paramétrée est très utilisée en mécanique, où la fonction γ représente la
trajectoire d’un objet physique dans l’espace et la dérivée de la fonction γ est très naturellement
le vecteur vitesse. Dans la suite on suppose donc que la fonction γ : I ! R3 est de classe C1. Un
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chemin γ : I ! R3 peut se décomposer en trois composantes t 7! (u(t), v(t), w(t)). Chacune des
composantes u, v, w est une fonction I ! R. Cela permet de connaitre le vecteur vitesse avec
précision.

Soit γ : I ! R3 un chemin de classe C1 de fonctions coordonnées u, v, w : I ! R, et soit
t0 ∈ 8I. Le vecteur vitesse

−!
γ′ (t0) (s’il n’est pas nul) est tangent au chemin γ au temps t0. C’est

donc un vecteur directeur de la droite tangente à la courbe passant par γ(t0). La connaissance
de se vecteur permet de donner une équation paramétrique de la droite, c’est à dire de la voir
comme une courbe paramétrée rectiligne. L’équation paramétrique de cette droite tangente est
donnée par le chemin :

σ : R −−−−−−! R3

s 7−−−−−−! γ(t0) + s
−!
γ′ (t0)

Notez bien que γ(t0) =
(

u(t0)
v(t0)
w(t0)

)
et
−!
γ′ (t0) =

(
u′(t0)
v′(t0)
w′(t0)

)
sont invariants ici, seule la variable s

varie. Autrement dit on peut écrire la droite tangente au support de la courbe γ au point γ(t0)
comme le système paramétrique suivant :

x = u(t0) + su′(t0)
y = v(t0) + sv′(t0)
z = w(t0) + sw′(t0)

s ∈ R

Comme nous avons supposé que le vecteur vitesse
−!
γ′ (t0) est non nul, une des trois composantes

u(t0), v(t0) ou w(t0) est non nulle, par exemple u(t0) (ça peut être l’une des autres). On peut
alors exprimer s en fonction de x :

s = x− u(t0)
u′(t0)

et remplacer dans les deux équations du dessous. La droite tangente au support de la courbe γ
au point γ(t0) peut alors se récrire comme l’intersection de deux plans :y = v(t0) + v′(t0)

u′(t0)(x− u(t0))
z = w(t0) + w′(t0)

u′(t0) (x− u(t0))

C’est donc bel et bien une droite de l’espace.
Exemple 1.100. Soit γ : R! R3 le chemin de classe C1 défini par :

γ(t) = (3t+ 2, t2 − 7, t− t2)

On étudie le point γ(1) = (5,−6, 0). Le vecteur vitesse de ce chemin au temps t est :

−!
γ′ (t) =

 3
2t

1 − 2t


Et donc

−!
γ′ (1) =

( 3
2

−1

)
. L’équation paramétrique de la droite tangente à la courbe paramétrée

au point γ(1) est donc :

σ(s) = (5,−6, 0) + s

 3
2

−1

 c’est à dire les points (x, y, z) de coordonnées


x = 5 + 3s
y = −6 + 2s
z = −s
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pour tout s ∈ R. En observant que s = −z, on peut remplacer s dans les deux premières
équations, et on obtient les équations de plan suivantes :{

x = 5 − 3z
y = −6 − 2z

C’est donc bien une droite de l’espace.
Remarque 1.101. La recette pour passer d’une équation paramétrique d’une droite à deux équa-
tions algébriques de deux plans qui définissent la même droite se fait comme suit : 1. on a un

système de trois équations qui dépendent d’un paramètre s :


x(s) = 0
y(s) = 0
z(s) = 0

; 2. on choisit une

équation pour exprimer s en fonction d’une des trois variables x, y ou z ; 3. on remplace s par
cette variable dans les deux autres équations. Cela donne deux équations algébriques de plan,
donc une droite de l’espace.

Soit maintenant une fonction à deux variables f : D ! R de classe au moins C1 et prenons
un point (a, b) ∈ 8D. On pose c = f(a, b) et on regarde la surface S d’équation z = f(x, y). Soit
t 7! u(t) une fonction de classe C1 telle que u(0) = a et soit t 7! v(t) une autre fonction de classe
C1 telle que v(0) = b. Ces fonctions définissent une courbe paramétrée du plan de classe C1

η : R −−−−−−! R2

t 7−−−−−−! (u(t), v(t))

qui passe par le point (a, b) au temps t = 0. On suppose qu’elle est régulière en t = 0, c’est à
dire que soit u′(0) ̸= 0 soit v′(0) ̸= 0, ce qui donne

−!
η′ (0) ̸= 0⃗. On définit la fonction t 7! w(t) =

f(u(t), v(t)) qui est de classe C1 par composition, et qui passe par c = f(a, b) au temps t = 0.
On définit le chemin suivant de classe C1

γ : R −−−−−−! R3

t 7−−−−−−! (u(t), v(t), w(t))

Il est tel que γ(0) = (a, b, c).
Remarque 1.102. On voit que si la courbe paramétrée η suit la ligne de niveau passant par (a, b)
alors w′(t) = 0 pour tout t (car le gradient est orthogonal aux lignes de niveau). Cela veut dire
que dans ce cas γ reste à la même altitude, car on suit la courbe de niveau passant par (a, b, c).
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Cette courbe paramétrée reste dans la surface d’équation z = f(x, y) pour tout temps t, et
passe par le point (a, b, c) au temps t = 0. Par la règle des chaines la dérivée de la fonction w
vaut :

w′(t) = u′(t)∂f
∂x

(u(t), v(t)) + v′(t)∂f
∂y

(u(t), v(t))

Autrement dit, en notant
−!
η′ (t) =

(
u′(t)
v′(t)

)
le vecteur tangent à la courbe η au point η(t) =

(u(t), v(t)), nous avons :

w′(t) = dfη(t)

(−!
η′ (t)

)
=
〈

∇f(η(t)),
−!
η′ (t)

〉
En particulier, nous avons au temps t = 0 que w′(0) =

〈
∇f(a, b),

−!
η′ (0)

〉
. Donc au temps t = 0

nous avons comme vecteur tangent à la courbe γ le vecteur suivant (non-nul car
−!
η′ (0)) :

−!
γ′ (0) =


−!
η′ (0) =

(
u′(0)
v′(0)

)
〈
∇f(a, b),

−!
η′ (0)

〉
 (1.8)

On voit donc que la vitesse de la courbe paramétrée γ au temps t = 0 a une composante hori-
zontale – la vitesse du chemin η – et une composante verticale df(a,b)

(−!
η′ (0)

)
=
〈
∇f(a, b),

−!
η′ (0)

〉
qui mesure l’accroissement de la fonction f dans la direction du vecteur

−!
η′ (0). Cela nous donne

l’équation paramétrique de la droite tangente à la courbe γ au temps t = 0, c’est à dire en
(a, b, c) :

σ : R −−−−−−! R3

s 7−−−−−−! (a, b, c) + s


−!
η′ (0) =

(
u′(0)
v′(0)

)
〈
∇f(a, b),

−!
η′ (0)

〉


La courbe γ étant incluse dans le graphe de f , nous en déduisons que la droite tangente est
tangente au graphe de f au point (a, b, c). Un autre choix de chemin η tel que η(0) = (a, b) et
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régulier en t = 0 donne un autre chemin γ tel que γ(0) = (a, b, c) et régulier en t = 0, et nous
aurait donc donné une autre droite tangente au graphe de f au point (a, b, c). Pour chaque choix
de chemin η, on obtient ainsi une droite tangente au graphe de f au point (a, b, c).
Remarque 1.103. L’union des droites tangentes ainsi définies forme un sous-ensemble de R3,
mais nous devons approfondir l’analyse pour savoir quelle type de sous-ensemble (c’est un plan
qui passe par (a, b, c) et tangent à la surface d’équation z = f(x, y)).

Maintenant, en notant ⟨−,−⟩ le produit scalaire canonique sur R3 pour le distinguer de celui
sur R2 on a : 〈( u

v
w

)
,
(

h
k
l

)〉
= uh+ vk + wl

Alors, quel que soit le choix du chemin η, le vecteur tangent
−!
γ′ (0) défini dans l’Equation (1.8)

est orthogonal dans R3 au vecteur :

N⃗ =

−∇f(a, b) =
(

−∂f
∂x (a, b)

−∂f
∂y (a, b)

)
1


En effet on a :〈−!

γ′ (0), N⃗
〉

= −u′(0) × ∂f

∂x
(a, b) − v′(0) × ∂f

∂x
(a, b)︸ ︷︷ ︸

= −
〈
−!
η′ (0),∇f(a,b)

〉 + w′(0) × 1︸ ︷︷ ︸
=
〈

∇f(a,b),
−!
η′ (0)

〉 = 0

Nous observons que :
1. N⃗ ne dépend que du point (a, b), et pas du choix de chemin η qui passe en (a, b) au temps
t = 0 (c’est à dire du vecteur vitesse

−!
η′ (0)), et que

2. N⃗ est orthogonal au chemin γ au temps t = 0 (c’est à dire au point γ(0) = (a, b, c)), et ce
quel que soit le choix du chemin η. Autrement dit N⃗ est orthogonal à toutes les droites
tangentes au graphe de f en (a, b, c).

Nous allons voir que cette dernière propriété du vecteur N⃗ définit précisément le plan tangent au
graphe de f au point (a, b, c). En effet nous savons qu’un vecteur de R3 définit de façon unique
un plan vectoriel de R3. Cela passe par un résultat qui généralise directement la proposition 1.89.
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Proposition 1.104. Les composantes d’un vecteur normal à un plan de l’espace d’équation
Ax+By + Cz +D = 0 sont

N⃗ =

AB
C


.

Démonstration. Soit M1 = (x1, y1, z1) et M2 = (x2, y2, z2) deux points du plan d’équation
Ax+By + Cz +D = 0. Alors le vecteur −−−−!M1M2 =

(
x2−x1
y2−y1
z2−z1

)
satisfait comme équation :

A(x2 − x1) +B(y2 − y1) + C(z2 − z1) = 0

ce qui correspond à avoir
〈
N⃗ ,
−−−−!
M1M2

〉
= 0. Le vecteur −−−−!M1M2 est donc bien orthogonal au

vecteur N⃗ .

Remarque 1.105. Tous les autres vecteurs normaux au plan sont colinéaires à celui-ci.

Prenons le vecteur N⃗ =
(

− ∂f
∂x

(a,b)
− ∂f

∂y
(a,b)

1

)
qu’on a déterminé plus haut. Un plan orthogonal au

vecteur N⃗ a pour équation :

−∂f

∂x
(a, b)x− ∂f

∂y
(a, b)y + z +D = 0

avec un coefficient D quelconque. Pour x = a, y = b, z = c on peut fixer D de façon unique,
pour obtenir l’équation du plan normal au vecteur N⃗ passant par le point (a, b, c) :

D = ∂f

∂x
(a, b)a+ ∂f

∂y
(a, b)b− c
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D’autre part rappelons que, quel que soit le choix du chemin η passant par le point (a, b) au
temps t = 0, la droite tangente au chemin γ au point (a, b, c) est orthogonale au vecteur N⃗ . Cela
veut dire que donc elle est une droite dans le plan défini avec le coefficient ci-dessus.

Définition 1.106. Soit f : D ! R une fonction à deux variables de classe au moins C1, et
(a, b) ∈ 8D. On pose c = f(a, b). L’ensemble formé par l’union de toutes les droites tangentes au
graphe de f au point (a, b, c) forme un plan affine de l’espace contenant le point (a, b, c) appelé
plan tangent à la surface d’équation z = f(x, y) au point (a, b, c) d’équation :

(x− a)∂f
∂x

(a, b) + (y − b)∂f
∂y

(a, b) = z − c

Remarque 1.107. Le slogan qu’il faut retenir, c’est que le plan tangent au graphe de f au point
(a, b, c) est l’endroit où vivent les vecteurs tangents à la surface d’équation z = f(x, y) au point
(a, b, c).
Exemple 1.108. Soit la fonction f(x, y) = x2 + 2y2. L’équation du plan tangent à la surface
d’équation z = f(x, y) en un point (a, b) est donc :

2a(x− a) + 4b(y − b) = z − (a2 + 2b2)

C’est à dire, de façon plus claire :

2ax+ 4by − z = a2 + 2b2

En particulier, au point (a, b) = (0, 0) l’équation du plan tangent à la surface est z = 0, c’est à
dire le plan horizontal ! D’autre part on a que f(x, y) ≥ 0 pour tout (x, y), donc le graphe de f
est localisé au dessus du plan horizontal z = 0.

Nous pouvons voir la définition du plan tangent d’une autre façon. Soit (a, b) ∈ 8D, et ϵ > 0,
et soit les deux chemins de R2 définis par :

ηx : ] − ϵ, ϵ[ −−−−−−! D ηy : ] − ϵ, ϵ[ −−−−−−! D

t 7−−−−−−! (a+ t, b) t 7−−−−−−! (a, b+ t)

Ces deux courbes paramétrées définissent deux chemins dans le graphe de f – respectivement
γx : t 7! (ηx(t), f(ηx(t))) et γy : t 7! (ηy(t), f(ηy(t))) – dont on peut calculer les vecteurs tangents
au temps t = 0, qui sont donnés par l’Equation (1.8). Comme

−!
η′

x(0) = ( 1
0 ) et

−!
η′

y(0) = ( 0
1 ), nous

avons
−!
γ′

x(0) =

 1
0

∂f
∂x (a, b)

 et
−!
γ′

y(0) =

 0
1

∂f
∂y (a, b)


Ce sont précisément les deux vecteurs bleus que l’on voit dans la Figure 1.1 ! Le premier vecteur
est le vecteur directeur de la tangente au graphe de f en (a, b, f(a, b)) dans la direction x, tandis
que le deuxième vecteur est le vecteur directeur de la tangente au graphe de f en (a, b, f(a, b))
dans la direction y. Par convention, on les note T⃗x et T⃗y. Par construction ils sont normaux au
vecteur N⃗ et nous avons les faits géométriques suivants :

Proposition 1.109. Soit f : D ! R une fonction à deux variables de classe au moins C1, et
(a, b) ∈ 8D. On pose c = f(a, b). Le plan tangent au graphe de f au point (a, b, c) est le plan de
l’espace engendré par les deux vecteurs :

T⃗x =

 1
0

∂f
∂x (a, b)

 et T⃗y =

 0
1

∂f
∂y (a, b)


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Démonstration. Tout vecteur tangent
−!
γ′ (0) est donné par l’Equation (1.8), et donc comme

−!
η′

x(0) = ( 1
0 ) et

−!
η′

y(0) = ( 0
1 ), on obtient que

−!
γ′ (0) = u′(0)T⃗x + v′(0)T⃗y. Autrement dit tout

vecteur tangent au graphe de f au point (a, b, c) se décompose sur T⃗x et T⃗y, qui forme donc une
base du plan tangent.

Définition 1.110. Le produit vectoriel entre deux vecteurs tridimensionnels
( u

v
w

)
et
(

h
k
l

)
est

le vecteur de R3 défini par : uv
w

 ∧

hk
l

 =

 vl − wk
−ul + wh
uk − vh


Proposition 1.111. Le vecteur normal canonique N⃗ =

(
−∇f(a,b)

1

)
est le produit vectoriel de

T⃗x et T⃗y, c’est à dire : N⃗ = T⃗x ∧ T⃗y.

Démonstration. Immédiat.

Nous nous intéressons maintenant à étudier les maxima et les minima d’une fonction à deux
variables. Autrement dit, étudions le cas particulier où (a, b) est un point critique de la fonction
f c’est à dire un extremum local ou un point selle, ce qu’on peut traduire par un point du graphe
de f où ∇f(a, b) = ( 0

0 ). Dans ce cas, le vecteur N⃗ est purement vertical et vaut N⃗ =
( 0

0
1

)
, il

pointe vers le bas. Le plan tangent est donc un plan affine horizontal d’équation z = f(a, b).

Si le graphe de f est au dessus (resp. en dessous) du plan
dans un voisinage de (a, b), c’est à dire si f(x, y) ≥ f(a, b)
(resp. f(x, y) ≤ f(a, b)) localement autour de (a, b), alors
on a un mimimum (resp. maximum) local. Il peut arriver
que ce soit ni l’un ni l’autre, dans ce cas on parle de point
selle ou point col. Une façon de savoir rapidement si on a
un extremum local ou un point selle, c’est de calculer la
matrice Hessienne de f au point (a, b).
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36. If you measure the radius of a cylinder to be 2 in, with
a possible error of ±0.1 in, and the height to be 3 in,
with a possible error of ±0.05 in, use differentials to
determine the approximate error in
(a) the calculated volume of the cylinder.

(b) the calculated surface area.

37. A can of mushrooms is currently manufactured to have
a diameter of 5 cm and a height of 12 cm. The man-
ufacturer plans to reduce the diameter by 0.5 cm. Use
differentials to estimate how much the height of the
can would need to be increased in order to keep the
volume of the can the same.

38. Consider a triangle with sides of lengths a and b that
make an interior angle θ .
(a) If a = 3, b = 4, and θ = π/3, to changes in which

of these measurements is the area of the triangle
most sensitive?

(b) If the length measurements in part (a) are in error
by as much as 5% and the angle measurement is
in error by as much as 2%, estimate the resulting
maximum percentage error in calculated area.

39. To estimate the volume of a cone of radius approx-
imately 2 m and height approximately 6 m, how ac-
curately should the radius and height be measured so
that the error in the calculated volume estimate does

not exceed 0.2 m3? Assume that the possible errors in
measuring the radius and height are the same.

40. Suppose that you measure the dimensions of a block
of tofu to be (approximately) 3 in by 4 in by 2 in.
Assuming that the possible errors in each of your mea-
surements are the same, about how accurate must your
measurements be so that the error in the calculated
volume of the tofu is not more than 0.2 in3? What per-
centage error in volume does this represent?

41. (a) Calculate the second-order Taylor polynomial for
f (x, y) = cos x sin y at the point (0, π/2).

(b) If h = (h1, h2) = (x, y) − (0, π/2) is such that
|h1| and |h2| are no more than 0.3, estimate how
accurate your Taylor approximation is.

42. (a) Determine the second-order Taylor polynomial of
f (x, y) = ex+2y at the origin.

(b) Estimate the accuracy of the approximation if |x |
and |y| are no more than 0.1.

43. (a) Determine the second-order Taylor polynomial of
f (x, y) = e2x cos y at the point (0, π/2).

(b) If h = (h1, h2) = (x, y) − (0, π/2) is such that
|h1| ≤ 0.2 and |h2| ≤ 0.1, estimate the accuracy
of the approximation to f given by your Taylor
polynomial in part (a).

4.2 Extrema of Functions
The power of calculus resides at least in part in its role in helping to solve a wide
variety of optimization problems. With any quantity that changes, it is natural to
ask when, if ever, does that quantity reach its largest, its smallest, its fastest or
slowest? You have already learned how to find maxima and minima of a function
of a single variable, and no doubt you have applied your techniques to a number of
situations. However, many phenomena are not appropriately modeled by functions
of only one variable. Thus, there is a genuine need to adapt and extend optimization
methods to the case of functions of more than one variable. We develop the
necessary theory in this section and the next and explore a few applications in §4.4.

Critical Points of Functions
Let X be open in Rn and f : X ⊆ Rn → R a scalar-valued function.

DEFINITION 2.1 We say that f has a local minimum at the point a in
X if there is some neighborhood U of a such that f (x) ≥ f (a) for all x
in U . Similarly, we say that f has a local maximum at a if there is some
neighborhood U of a such that f (x) ≤ f (a) for all x in U .

z

x

y

Max.

Min.

Figure 4.12 The graph of
z = f (x, y).

When n = 2, local extrema of f (x, y) are precisely the pits and peaks of the
surface given by the graph of z = f (x, y), as suggested by Figure 4.12.
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We emphasize our use of the adjective “local.” When a local maximum of
a function f occurs at a point a, this means that the values of f at points near
a can be no larger, not that all values of f are no larger. Indeed, f may have
local maxima and no global (or absolute) maximum. Consider the graphs in
Figure 4.13. (Of course, analogous comments apply to local and global minima.)

Local
maximum

Global
maximum

Local maximum

No global
maximum

Figure 4.13 Examples of local and global maxima.

Recall that, if a differentiable function of one variable has a local extremum
at a point, then the derivative vanishes there (i.e., the tangent line to the graph
of the function is horizontal). Figures 4.12 and 4.13 suggest strongly that, if a
function of two variables has a local maximum or minimum at a point in the
domain, then the tangent plane at the corresponding point of the graph must be
horizontal. Such is indeed the case, as the following general result (plus formula
(4) of §2.3) implies.

THEOREM 2.2 Let X be open in Rn and let f : X ⊆ Rn → R be differentiable.
If f has a local extremum at a ∈ X , then D f (a) = 0.

PROOF Suppose, for argument’s sake, that f has a local maximum at a. Then the
one-variable function F defined by F(t) = f (a + th) must have a local maximum
at t = 0 for any h. (Geometrically, the function F is just the restriction of f to the
line through a parallel to h as shown in Figure 4.14.) From one-variable calculus,
we must therefore have F ′(0) = 0. By the chain rule

F ′(t) = d
dt

[ f (a + th)] = D f (a + th)h = ∇ f (a + th) · h.

y

z = f (x, y)

Graph of f
restricted to line

x

z

h a

Figure 4.14 The graph of f restricted to a line.

Soit f : D ⊂ Rn ! Rm une fonction entre deux espaces vectoriels de dimension finie (on sup-
pose l’ensemble de définition D ouvert), qu’on suppose de classe au moins C1. On pose e1, . . . , en

la base de Rn qu’on a choisie, et si x est un point du domaine D, on note ses coordonnées
(x1, . . . , xn) dans cette base. On peut dériver de manière récursive la fonction f en dérivant les
fonctions partielles (voir Definition 1.14) comme dans la Définition 1.21 :
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1. à l’ordre 1, on a la définition usuelle : la j-ème dérivée partielle de f est donnée par la
dérivée de la j-ème fonction partielle :

∀x ∈ D
∂f

∂xj
(x) = lim

t!0

f(x1, . . . , xj−1, xj + t, xj+1, . . . , xn) − f(x)
t

Pour tout j, cela définit une fonction ∂f
∂xj : D ! Rm, x 7! ∂f

∂xj (x), qu’on peut donc dériver
si cela est possible.

2. à l’ordre 2, on peut dériver dans la direction ei la j-ième fonction dérivée partielle ∂f
∂xj :

∀x ∈ D
∂ ∂f

∂xj

∂xi
(x) = lim

t!0

∂f
∂xj (x1, . . . , xi−1, xi + t, xi+1, . . . , xn) − ∂f

∂xj (x)
t

Cela définit une fonction qu’on note ∂2f
∂xi∂xj : D 7! Rm. Attention, pour l’instant l’ordre de

la dérivée partielle n’est pas interchangeable ! On dérive d’abord par rapport à la dérivée la
plus à droite, plus celle à gauche. En particulier on ne sait pas encore que ∂2f

∂xi∂xj = ∂2f
∂xj∂xi

(ce qu’on verra dans le Théorème de Schwarz).
3. On suppose la fonction f dérivée jusqu’à l’ordre p, selon un ordre donné ∂pf

∂xip ...∂xi1 (c’est
à dire d’abord selon ei1 , puis ei2 , etc. puis en dernier eip), et on dérive à l’ordre p + 1
selon une direction choisie eip+1 en utilisant la formule ci-dessus. Cela définit une fonction
dérivée partielle à l’ordre p+ 1, notée ∂p+1f

∂xip+1 ∂xip ...∂xi1
.

Exemple 1.112. On prend la fonction de l’Exemple 1.3. Les deux dérivées partielles d’ordre 1
sont bien définies, et il y a a priori 4 dérivées partielles secondes (d’ordre 2) :

∂2f

∂x∂x
,

∂2f

∂x∂y
,

∂2f

∂y∂x
, et ∂2f

∂y∂y
.

Elles existent pour tout (x, y) ̸= (0, 0), par contre au point (0, 0), la dérivée partielle seconde
∂2f

∂y∂x(0, 0) n’est pas définie car la fonction dérivée partielle ∂f
∂x n’est pas dérivable dans la direction

y en (0, 0). Par contre elle est dérivable dans la direction x donc ∂2f
∂x∂x(0, 0) existe (et vaut 0).

Remarque 1.113. En général, lorsqu’on répète deux fois la même variable dans une dérivée
d’ordre p ≥ 2, on fusionne ensemble les variables identiques et on met leur nombre en exposant.
Par exemple ∂2f

∂x∂x s’écrit ∂2f
∂x2 et ∂2f

∂y∂y s’écrit ∂2f
∂y2 .

Définition 1.114. La fonction f : D ⊂ Rn ! Rm est dite de classe Cp si et seulement si ses
dérivées partielles d’ordre p existent et sont continues. Elle est dite de classe C0 si elle est (au
moins) continue, et elle est dite de classe C∞ si elle est de classe Cp pour tout p ∈ N.

Remarque 1.115. Soulignons ici que le caractère Cp ne dépend pas de la base par rapport à
laquelle les dérivées partielles sont définies. Cela se prouve très facilement par récurrence, car la
matrice de changement de base est insensible à la dérivation.

Theorème de Schwarz. Soit f : D ⊂ Rn ! R une fonction de classe C2. Alors ses dérivées
partielles à l’ordre 2 sont interchangeables :

∂2f

∂xi∂xj
= ∂2f

∂xj∂xi

Démonstration. La preuve est intéressante et se trouve pages 176-178 du Liret-Martinais.

Remarque 1.116. On ne saurait sous-estimer l’importance du Théorème de Schwarz. Il permet
de permuter l’ordre des dérivées sans s’inquiéter car le résultat reste le même. On peut le vérifier
sur des fonctions à deux variables, comme f(x, y) = sin

(
xln(y)

)
.
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Soit f : R2 ! R une fonction à deux variables et soit (a, b) ∈ 8D. On suppose que f est
différentiable dans un voisinage ouvert U ⊂ D contenant (a, b). La différentielle de f sur ce
voisinage satisfait la forme matricielle suivante :

df : U −−−−−−!
(
R2)∗

(x, y) 7−−−−−−! df(x,y) =
(

∂f
∂x (x, y) ∂f

∂y (x, y)
)

La différentielle est à valeurs dans
(
R2)∗, et nous rappelons que le gradient ∇f = (df)t est la

transposée de la différentielle. Le gradient est un champ de vecteurs ∇f : U ! R2. On suppose en
outre que la fonction différentielle df : U 7!

(
R2)∗ est différentiable au point (a, b) (cela équivaut

à supposer que le champ de vecteurs gradient est différentiable en (a, b)). Les composantes du
champ de vecteurs gradient ∇f =

(
∂f
∂x
∂f
∂y

)
sont donc dérivables par rapport à x et à y, au point

(a, b). La matrice Jacobienne du champ de vecteurs gradient ∇f = (df)t : U ! R2 au point
(a, b) est alors donnée par :

J(a,b)(∇f) =

 ∂2f
∂x∂x(a, b) ∂2f

∂y∂x(a, b)
∂2f

∂x∂y (a, b) ∂2f
∂y∂y (a, b)


En résumé on dit qu’une fonction f : D ⊂ R2 ! R est deux fois différentiable en un point

(a, b) ∈ 8D si :
1. la fonction f : D ! R est différentiable dans un voisinage ouvert U ⊂ D contenant (a, b),
2. le champ de vecteurs gradient ∇f : U 7! R2 est différentiable au point (a, b).

et dans ce cas on peut définir la différentielle (matrice Jacobienne) du gradient de f au point
(a, b). Notons qu’il est important que f est non seulement différentiable en (a, b), mais aussi
dans une voisinage ouvert de (a, b).

Définition 1.117. On appelle matrice Hessienne de la fonction f au point (a, b) la transposée
de la matrice Jacobienne du champ de vecteurs gradient ∇f au point (a, b) :

H(a,b)(f) =
(
J(a,b)(∇f)

)t
=

 ∂2f
∂x∂x(a, b) ∂2f

∂x∂y (a, b)
∂2f

∂y∂x(a, b) ∂2f
∂y∂y (a, b)


Remarque 1.118. Bien entendu, si f : D ! R est de classe C2, alors on peut définir une fonction
continue à valeurs dans les matrices 2 × 2 par H(f) : D !M2×2(R), (x, y) 7! H(x,y)(f).

Tout comme la matrice Jacobienne de f en (a, b) représente la différentielle df en (a, b),
la matrice Hessienne représente la différentielle seconde de f en (a, b). En effet, la matrice
Jacobienne du champ de vecteurs gradient ∇f en (a, b) est la matrice associée à la différentielle
de ∇f = (df)t en (a, b). La différentielle de ∇f au point (a, b) (voir la définition 1.28) est alors
une application linéaire de R2 dans R2 qu’on définit comme suit :

d(∇f)(a,b) : R2 −−−−−−! R2

v⃗ =
(
h
k

)
7−−−−−−! d(∇f)(a,b) (v⃗) :

(
R2)∗ −! R,

α =
(
s t

)
7! hs

∂2f

∂x2 (a, b) + ht
∂2f

∂x∂y
(a, b)

+ ks
∂2f

∂y∂x
(a, b) + kt

∂2f

∂y2 (a, b)
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La formule à droite peut être obtenue par le produit matriciel suivant :

d(∇f)(a,b) (v⃗) (α) = α×H(a,b)(f) × v⃗

Dans ce cas, si f est différentiable deux fois en (a, b), nous définissons sa différentielle seconde
en (a, b) par la formule suivante :

d2f(a,b) : R2 −−−−−−!
(
R2
)∗

v⃗ 7−−−−−−! d2f(a,b) (v⃗) : R2 −! R,
w⃗ 7−! (v⃗)t ×H(a,b)(f) × w⃗

En particulier, si v⃗ =
(

h
k

)
, w⃗ = ( s

t ) sont deux vecteurs de R2, alors on a :

d2f(a,b)(v⃗, w⃗) = hs
∂2f

∂x2 (a, b) + ht
∂2f

∂x∂y
(a, b) + ks

∂2f

∂y∂x
(a, b) + kt

∂2f

∂y2 (a, b) (1.9)

En particulier, nous voyons que si v⃗ = ei et w⃗ = ej avec 1 ≤ i, j ≤ 2, où (e1, e2) est la base
canonique de R2 c’est à dire e1 = i⃗ et e2 = j⃗, nous avons :

d2f(a,b)(ei, ej) = ∂2f

∂xi∂xj
(a, b)

où x1 = x et x2 = y. L’ordre i, j est préservé dans le membre de gauche et dans le membre de
droite ! D’autre part, par le Theorème de Schwarz, la formule (1.9) est symétrique en v⃗ et w⃗,
c’est à dire que l’ordre dans lequel on dérive deux fois la fonction f n’a pas d’importance :

Corollaire 1.119. Soit f : D ⊂ R2 ! R une fonction deux fois différentiable au point (a, b) ∈
8D. Alors nous avons les résultats suivants :

1. sa matrice Hessienne H(a,b)(f) est symmétrique ;
2. sa différentielle seconde en (a, b) est une application bilinéaire symmétrique, c’est à dire :

d2f(a,b) (v⃗, w⃗) = d2f(a,b) (w⃗, v⃗)

Remarque 1.120. Ce théorème apparaît pour la première fois dans un cours de calcul différentiel
donné par Weierstrass en 1861 auquel assistait alors Hermann Schwarz à Berlin. Il est très
important car il nous dit qu’on peut permuter l’ordre de dérivation partiel, donc qu’il n’a pas
d’importance.

La matrice Hessienne nous permet de savoir si un point critique de la matrice Jacobienne est
un maximum ou un minimum, ou autre. Elle jour le rôle de la dérivée seconde pour les fonctions
à plusieurs variables.

Proposition 1.121. Soit f : D ⊂ R2 ! R une fonction à deux variables deux fois différentiable
en (a, b) ∈ 8D. Supposons en outre que (a, b) ∈ 8D est un point critique de f . Alors :

— si det
(
H(a,b)(f)

)
> 0, nous avons deux cas :

1. si tr
(
H(a,b)(f)

)
> 0, le point (a, b) est un minimum local de f (le graphe de la fonction

est localement au dessus du plan tangent en (a, b)) ;
2. si tr

(
H(a,b)(f)

)
< 0, le point (a, b) est un maximum local de f (le graphe de la fonction

est localement au dessous du plan tangent en (a, b)).
— si det

(
H(a,b)(f)

)
< 0, le point (a, b) est un point selle (le graphe de la fonction traverse le

plan tangent en (a, b)).
— si det

(
H(a,b)(f)

)
= 0, on ne peut pas conclure.
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Remarque 1.122. On rappelle que le déterminant d’une matrice A =
(

a b
c d

)
vaut det(A) = ad−bc

et sa trace est tr(A) = a+ d.
Exemple 1.123. Prenons la fonction définie par f(x, y) = x2 + 2y2 (paraboloïde elliptique) vue
précédemment. La matrice Hessienne en un point quelconque (a, b) est :

H(a,b)(f) =
(

2 0
0 4

)
La matrice est constante de détemirnant et de trace positifs. Le seul point critique de la fonction
f est l’origine (0, 0). C’est donc un minimum (global). On retrouve le fait que le graphe de la
fonction est au dessus du plan tangent en (0, 0).
Exemple 1.124. Exemple de mon professeur de 2007. Soit α > 0, on définit la fonction suivante :

f :
(
R∗

+
)2
−−−−−−! R

(x, y) 7−−−−−−! x+ y + α

xy

Il y a un unique point critique défini par l’équation ∇f(a, b) = 0⃗, c’est (a, b) = ( 3
√
α, 3

√
α). La

Hessienne en ce point est donnée par

H( 3√α, 3√α)(f) = 1
3
√
α

(
2 1
1 2

)

Le déterminant et la trace sont positifs donc le point ( 3
√
α, 3

√
α) est un minimum.

Rappelons que la matrice Hessienne est la généralisation à plusieurs variables de la dérivée
seconde. On le voit dans la Proposition 1.121. En effet, si on a une fonction à une variable
g : R! R, la matrice Hessienne de g au point a ∈ R est juste la dérivée seconde g′′(a). Du signe
de g′′(a) on déduit si la fonction est convexe, concave ou si c’est un point d’inflexion en ce point.
La dérivée première g′(a) nous donne l’équation de la tangente au graphe de g au point a :

y = g(a) + (x− a)g′(a)

C’est la meilleure approximation linéaire du graphe au voisinage de a, c’est à dire la droite qui mi-
nimise la distance au graphe de g dans ce voisinage. La dérivée seconde donne la convexité/concavité
de la courbe au point a. En particulier, on a que si g′′(a) > 0 alors la fonction est convexe, tandis
que si g′′(a) < 0 alors la fonction est concave. On retrouve cela dans la trace de la Hessienne.
En dimension 1, la dérivée seconde de la fonction g est la courbure du graphe de la fonction g
au point a. En dimension 2, les valeurs propres de la Hessienne de f en (a, b) sont en réalité
les courbures principales du graphe de la fonction f au point (a, b). La Hessienne est donc la
généralisation directe de la dérivée seconde. On peut aussi interprèter la Proposition 1.121 à
partir de la notion de diagonalisation.
En effet, en tout point (a, b, f(a, b)) d’une surface z =
f(x, y), il y a deux direction orthogonales du plan qui sont
privilégiées, qu’on notee v⃗1 et v⃗2, et qui définissent deux
chemins du plan η1 : t 7! (a, b)+tv⃗1 et η2 : t 7! (a, b)+tv⃗2
qui ont la propriété suivante : tout chemin γ qui passe par
(a, b, f(a, b)) a une courbure en (a, b, f(a, b)) qui est com-
prise entre la courbure du chemin γ1 : t 7! (η1(t), f(η1(t)))
et celle du chemin γ2 : t 7! (η2(t), f(η2(t))). Autrement
dit, au point (a, b, f(a, b)), le chemin γ1 a courbure mi-
nimale k1 et le chemin γ2 a courbure maximale k2, et
tout chemin γ qui passe par (a, b, f(a, b)) a une courbure
k1 ≤ k ≤ k2 en ce point.
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Définition 1.125. Soit f : D ⊂ R2 ! R une fonction à deux variables deux fois différentiable
en (a, b) ∈ 8D. Supposons en outre que (a, b) ∈ 8D est un point critique de f . Les valeurs propres
de la matrice Hessienne sont appelées courbures principales de la surface z = f(x, y) au point
(a, b, f(a, b)) et sont notées k1 et k2. Nous avons en outre les deux notions suivantes :

— la courbure de Gauss de la surface z = f(x, y) en ce point est donnée par :

K = k1k2 = det
(
H(a,b)(f)

)
— la courbure moyenne de la surface z = f(x, y) en ce point est donnée par :

H = k1 + k2
2 = 1

2tr
(
H(a,b)(f)

)
Remarque 1.126. La courbure moyenne et la courbure de Gauss peuvent être définies en tout
point de la surface grâce aux courbures principales. Il n’est pas nécessaire d’être dans un point
critique (voir Wikipedia), par contre les formules sont plus compliquées. Une surface est dite
minimale si sa courbure moyenne est nulle en tout point. Cela veut dire que les courbures
principales k1 et k2 sont opposées l’une de l’autre en tout point, et dans ce cas la courbure de
Gauss est négative. Ce sont donc nécessairement des surfaces hyperboliques.

On peut donc récrire la Proposition 1.121 à l’aide des courbures :

Proposition 1.127. Soit f : D ⊂ R2 ! R une fonction à deux variables deux fois différentiable
en (a, b) ∈ 8D. Supposons en outre que (a, b) ∈ 8D est un point critique de f . Alors :

— si K > 0, nous avons deux cas :
1. si H > 0, le point (a, b) est un minimum local de f ;
2. si H < 0, le point (a, b) est un maximum local de f .

— si K < 0, le point (a, b) est un point selle.
— si K = 0, on ne peut pas conclure.

Exemple 1.128. Regardons un cas où K = 0. C’est par
exemple le cas de la fonction f(x, y) = yx2 dont le graphe
est l’union de paraboles d’équations z = yx2. On peut
donc voir y comme un paramètre qui modifie les para-
boles. Comme ∇f(x, y) =

(
2xy
x2

)
, tout l’axe des y est un

ensemble de points critiques, c’est à dire lorsque x = 0. Si
on marche le long de l’axe y – ou le long de toute droite
parallèle à cet axe – on reste à altitude constante. C’est
cette direction qui induit la valeur propre nulle. La ma-
trice Hessienne est donnée par H(x,y)(f) =

(
2y 2x
2x 0

)
. Sur

l’axe des y c’est à dire pour x = 0, on aH(0,y)(f) =
(

2y 0
0 0

)
.

Et on retrouve bien que K = 0 mais que H = 2y. Dans la
direction des y on reste à altitude constante, mais dans la
direction des x (à y constant) on monte ou descend une
parabole d’équation z = yx2.
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Exemple 1.129. Un autre exemple sympathique est la
surface appelée "selle de singe" et définie par l’équation
z = x3 − 3xy2. A l’origine (0, 0) la Hessienne est nulle,
donc elle ne nous dit rien sur la surface à part que la
courbure de Gauss et la courbure moyenne sont nulles en
ce point. L’origine est ce qu’on appelle un point ombilic
(voir Wikipedia pour la définition). Le nom de la surface
vient du fait qu’une selle pour un singe nécessite trois
creux : deux pour les jambes et un pour la queue.

Définition 1.130. Définition de la Hessienne en dimension finie. On dit qu’une fonction
f : D ⊂ Rn ! R est deux fois différentiable en un point A ∈ 8D si :

1. la fonction f : D ! R est différentiable dans un voisinage ouvert U ⊂ D contenant A,
2. le champ de vecteurs gradient ∇f : U 7! Rn est différentiable au point A.

On appelle matrice Hessienne de la fonction f au point A la transposée de la matrice Jacobienne
du champ de vecteurs gradient ∇f au point A :

HA(f) = (JA(∇f))t =



∂2f
∂x1∂x1 (A) ∂2f

∂x1∂x2 (A) . . . ∂2f
∂x1∂xn−1 (A) ∂2f

∂x1∂xn (A)
∂2f

∂x2∂x1 (A) ∂2f
∂x2∂xn (A)

. . . . . . . . .
∂2f

∂xn−1∂x1 (A) ∂2f
∂xn−1∂xn (A)

∂2f
∂xn∂x1 (A) ∂2f

∂xn∂x2 (A) . . . ∂2f
∂xn∂xn−1 (A) ∂2f

∂xn∂xn (A)


Nous définissons alors la différentielle seconde de f : Rn ! R en A par la formule suivante :

d2fA : Rn −−−−−−! (Rn)∗

v 7−−−−−−! d2fA(v) : Rn −! R,
w 7−! vt ×HA(f) × w

Remarque 1.131. Notons bien que la Hessienne d’une fonction n’est définie que si la fonction est
à valeurs dans R. D’autre part nous voyons d’après la définition que si (e1, . . . , en) est la base
canonique de Rn, et que v = ei et w = ej avec 1 ≤ i, j ≤ n, alors :

d2fA(ei, ej) = ∂2f

∂xi∂xj
(A)

Notons que l’ordre des indices i, j est le même à gauche et à droite. En outre, le Théorème de
Schwarz et la Proposition 1.121 sont valides pour les fonctions f : Rn ! R, où n ≥ 3.

Définition 1.132. Soit f : D ⊂ R2 ! R une fonction de classe au moins C2, alors elle admet
un développement de Taylor-Young à l’ordre 2, dont les formules suivantes sont équivalentes :

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + df(a,b)
(

x−a
y−b

)
+ 1

2d
2f(a,b)

((
x−a
y−b

)
,
(

x−a
y−b

))
+ o

(x,y)!(a,b)

(∥∥∥( x−a
y−b

)∥∥∥2
)

= f(a, b) +
〈
∇f(a, b),

(
x−a
y−b

)〉
+ 1

2( x−a y−b ) ×H(a,b)(f) ×
(

x−a
y−b

)
+ o

(x,y)!(a,b)

(∥∥∥( x−a
y−b

)∥∥∥2
)

= f(a, b) + ∂f

∂x
(a, b)(x− a) + ∂f

∂y
(a, b)(y − b)

+ ∂2f

∂x2 (a, b)(x− a)2

2 + ∂2f

∂x∂y
(a, b)(x− a)(y − b) + ∂2f

∂y2 (a, b)(y − b)2

2 + o
(x,y)!(a,b)

(∥∥∥( x−a
y−b

)∥∥∥2
)
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En posant h = x− a et k = y − b on a l’écriture équivalente :

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + h
∂f

∂x
(a, b) + k

∂f

∂y
(a, b)

+ h2

2
∂2f

∂x2 (a, b) + hk
∂2f

∂x∂y
(a, b) + k2

2
∂2f

∂y2 (a, b) + o
(h,k)!(0,0)

(
h2 + k2

)
Remarque 1.133. On rappelle que la norme euclidienne sur R2 vaut

∥∥( h
k

)∥∥ =
√
h2 + k2.

Le développement de Tayor à l’ordre 1 correspond à l’équation du plan tangent au graphe
de f en (a, b) :

z = f(a, b) + (x− a)∂f
∂x

(a, b) + (y − b)∂f
∂y

(a, b)

La différence entre cette altitude z et la valeur de f(x, y) est un petit o de
√

(x− a)2 + (y − b)2.
On peut donc voir le plan tangent comme une approximation linéaire du graphe de f en (a, b).
D’autre part, en posant le développement de Taylor à l’ordre 2 peut se voir comme l’équation
d’un paraboloïde (ou quadrique), qui approxime le mieux le graphe de f dans un voisinage du
point (a, b).

z = f(a, b) + (x− a)∂f
∂x

(a, b) + (y − b)∂f
∂y

(a, b)

+ (x− a)2

2
∂2f

∂x2 (a, b) + (x− a)(y − b) ∂
2f

∂x∂y
(a, b) + (y − b)2

2
∂2f

∂y2 (a, b)

La différence entre cette altitude z et la valeur de f(x, y) est un petit o de (x− a)2 + (y − b)2.
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have been adopted by at least one brewery. Indeed, this is how the author came to
fully appreciate differentials and sensitivity analysis.1 !

Taylor’s Theorem in Several Variables:
The Second-order Formula
Suppose f : X ⊆ R2 → R is a C2 function of two variables. Then we know that
the tangent plane gives rise to a linear approximation p1 of f near a given point
(a, b) of X . We can improve on this result by looking for the quadric surface that
best approximates the graph of z = f (x, y) near (a, b, f (a, b)). See Figure 4.9
for an illustration. That is, we search for a degree 2 polynomial p2(x, y) = Ax2 +
Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F such that, for (x, y) ≈ (a, b),

f (x, y) ≈ p2(x, y).

z = f (x, y) (a, b, f (a, b))
Tangent
plane

Quadric
surface

y

x

z

Figure 4.9 The tangent plane and quadric
surface.

Analogous to the linear approximation p1, it is reasonable to require that p2 and
all of its first- and second-order partial derivatives agree with those of f at the
point (a, b). That is, we demand

p2(a, b) = f (a, b),

∂p2

∂x
(a, b) = ∂ f

∂x
(a, b),

∂p2

∂y
(a, b) = ∂ f

∂y
(a, b),

∂2 p2

∂x2
(a, b) = ∂2 f

∂x2
(a, b),

∂2 p2

∂x∂y
(a, b) = ∂2 f

∂x∂y
(a, b),

(6)

∂2 p2

∂y2
(a, b) = ∂2 f

∂y2
(a, b).

After some algebra, we see that the only second-degree polynomial meeting these
requirements is

p2(x, y) = f (a, b) + fx (a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b)

+ 1
2 fxx (a, b)(x − a)2 + fxy(a, b)(x − a)(y − b)

+ 1
2 fyy(a, b)(y − b)2. (7)

1 See S. J. Colley, The College Mathematics Journal, 25 (1994), no. 3, 226–227. Art reproduced with
permission from the Mathematical Association of America.
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Exemple 1.134.
Prenons comme fonction à deux variable celle définie par

f : [−1, 1] × [−1, 1] −−−−−−! R
(x, y) 7−−−−−−! cos(x)cos(y)

Calculons son polynôme de Taylor à l’ordre 2 en (0, 0).
C’est un point critique donc le gradient y est nul, tandis
que la matrice Hessienne au point (0, 0) vaut

H(0,0)(f) =
(

−cos(0)cos(0) sin(0)sin(0)
sin(0)sin(0) −cos(0)cos(0)

)
=
(

−1 0
0 −1

)

Comme a = b = 0, on obtient donc, en notant que h =
x− a = x et k = y − b = y :

258 Chapter 4 Maxima and Minima in Several Variables

y

x

z

z = cos x cos y

Figure 4.11 The graph of f (x, y) =
cos x cos y and its Taylor polynomial
p2(x, y) = 1 − 1

2 x2 − 1
2 y2 over the square

{(x, y) | −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1}.

So throughout the square of side 0.2 centered at the origin and shown in Fig-
ure 4.10, the second-order Taylor polynomial is accurate to at least 0.0013̄ (i.e., to
two decimal places) as an approximation of f (x, y) = cos x cos y. In Figure 4.11,
we show the graph of f (x, y) = cos x cos y over the square domain {(x, y) | −1 ≤
x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1} together with the graph of its second-order Taylor polyno-
mial p2(x, y) = 1 − 1

2 x2 − 1
2 y2 (calculated in Example 10). Note how closely the

surfaces coincide near the point (0, 0, 1), just as the analysis above indicates. !

y

0.1

0.1

−0.1

−0.1 x

Figure 4.10 The polynomial p2
approximates f to within 0.0013̄
on the square shown. (See
Example 12.)

Addendum: Proofs of Theorem 1.1, Proposition 1.2,
and Theorem 1.5
Below we establish some of the fundamental results used in this section. We begin
by proving Theorem 1.1, Taylor’s theorem for function of a single variable, and
Proposition 1.2 regarding the remainder term in Theorem 1.1. We then use these
results to “bootstrap” a proof of the multivariable result of Theorem 1.5 and to
derive Lagrange’s formula for the remainder term appearing in it.

Proof of Theorem 1.1 We prove the result under the stronger assumption that f
is of class Ck+1 rather than assuming that f is only differentiable up to order k.
(This distinction matters little in practice.)

By the fundamental theorem of calculus,

f (x) − f (a) =
∫ x

a
f ′(t) dt. (11)

We evaluate the integral on the right side of (11) by means of integration by parts.
Recall that the relevant formula is

∫
u dv = uv −

∫
v du.

We use this formula with u = f ′(t) and v = x − t so that dv = −dt . (Note that
in the right side of (11), x plays the role of a constant.) We obtain

∫ x

a
f ′(t) dt = − f ′(t)(x − t)

∣∣∣
x

a
+

∫ x

a
(x − t) f ′′(t) dt

= f ′(a)(x − a) +
∫ x

a
(x − t) f ′′(t) dt. (12)

f(x, y) = f(a, b) + ( 0 0 ) ×
(

h
k

)
+ 1

2( h k ) ×
(

−1 0
0 −1

)
×
(

h
k

)
+ o

(h,k)!(0,0)

(
h2 + k2

)
= 1 + x× 0 + y × 0 − x2

2 × 1 + xy × 0 − y2

2 × 1 + o
(h,k)!(0,0)

(
h2 + k2

)
Le paraboloïde qui approxime le mieux le graphe de la fonction f au voisinage de l’origine (0, 0)
est donc celui d’équation z = 1 − x2

2 − y2

2 .
Exemple 1.135. Nous prenons maintenant la fonction f(x, y) = x2+2y2 vue dans l’exemple 1.123.
Comme c’est un paraboloïde elliptique (défini à partir d’une formule quadratique), nous en
déduisons que la meilleure approximation quadratique du graphe de f par la formule de Taylor
à l’ordre 2 devrait coïncider avec cette fonction. En effet, soit (a, b) ∈ R2, et posons h = x − a
et k = y − b ; nous avons alors :

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) +
〈
∇f(a, b),

(
h
k

)〉
+ 1

2( h k ) ×H(a,b)(f) ×
(

h
k

)
+ o

(h,k)!(0,0)

(
h2 + k2

)
= f(a, b) + ( 2a 4b ) ×

(
h
k

)
+ 1

2( h k ) × ( 2 0
0 4 ) ×

(
h
k

)
+ o

(h,k)!(0,0)

(
h2 + k2

)
= f(a, b) + 2ah+ 4bk + h2 + 2k2 + o

(h,k)!(0,0)

(
h2 + k2

)
Remplaçons f(a, b) par a2 +2b2, ainsi que h et k par leur valeur respective. Nous obtenons alors :

f(x, y) = a2 + 2b2 + 2a(x− a) + 4b(y − b) + (x− a)2 + 2(y − b)2 + o
(h,k)!(0,0)

(
h2 + k2

)
= x2 + 2y2 + o

(x,y)!(a,b)

(∥∥∥( x−a
y−b

)∥∥∥2
)

Nous obtenons bien que le développement limité à l’ordre 2 de la fonction polynomiale est
elle-même (la fonction petit o est en réalité nulle).
Exemple 1.136. Examinons le développement limité à l’ordre 2 de la fonction f(x, y) = ln(x)+y2

donnée dans l’exemple 1.72. Soit (a, b) dans le domaine de définition, donc en particulier a > 0.
La différentielle de f au point (a, b) vaut df(a,b) = ( 1

a
2b ), tandis que la Hessienne vaut H(a,b)(f) =(

− 1
a2 0
0 2

)
. La formule de Taylor nous donne donc, au voisinage du point (a, b) :

f(x, y) = f(a, b) + ( 1
a

2b ) ×
(

x−a
y−b

)
+ 1

2
(

x−a
y−b

)t
×
(

− 1
a2 0
0 2

)
×
(

x−a
y−b

)
+ o

(x,y)!(a,b)

(∥∥∥( x−a
y−b

)∥∥∥2
)

= ln(a) + b2 + x− a

a
+ 2b(y − b) − (x− a)2

2a2 + (y − b)2 + o
(x,y)!(a,b)

(∥∥∥( x−a
y−b

)∥∥∥2
)
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La partie d’ordre au plus 1 de cette équation nous donne l’équation du plan tangent au graphe
de f au point (a, b) :

z = ln(a) + b2 + x− a

a
+ 2b(y − b) = x

a
+ 2by +

(
ln(a) − 1 − b2

)
tandis que la partie d’ordre au plus 2 nous donne l’équation du paraboloïde qui approxime le
mieux le graphe au voisinage du point (a, b) :

z = ln(a) + b2 + x− a

a
+ 2b(y − b) − (x− a)2

2a2 + (y − b)2 = − x2

2a2 + y2 + 2x
a

+
(

ln(a) − 3
2

)

2 Intégration des fonctions à deux variables

2.1 Intégration sur des domaines élémentaires de R2

Rappelons qu’une fonction u : [a, b]! R est dite étagée ou en escalier si elle prend seulement
un nombre fini de valeurs, chacune de ces valeurs étant prise sur un nombre fini de sous-intervalles
non vides de [a, b], et dans un nombre fini de points isolés. Notamment, il existe n ∈ N∗ et n+ 1
points du segment [a, b], tels que :

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b

Si u est étagée, alors pour tout 1 ≤ i ≤ n, il existe mi ∈ R tel que u(x) = mi pour tout
x ∈ ]xi1 , xi[. La valeur de u aux points xi peut être différente de mi et mi+1. Toute fonction
étagée u : [a, b]! R admet une intégrale, définie par :

ˆ b

a
u =
ˆ b

a
u(x) dx =

n∑
i=1

mi(xi − xi−1)

On peut vérifier que la valeur de cette intégrale ne dépend pas de la subdivision choisie.
Remarque 2.1. Cela veut dire qu’une fonction en escalier sur [a, b] est une fonction étagée dont
les valeurs prises au point a est m0, au point b est mn, et au point xi est soit égale à mi soit à
mi+1, pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1. Autrement dit, une fonction en escalier est une fonction étagée
qui est continue à gauche ou à droite en tout point.

Les fonctions étagées nous permettent de définir les in-
tégrales pour des fonctions plus générales. Une fonction
f : [a, b]! R est intégrable (au sens de Riemann) si, pour
tout ϵ > 0, il existe deux fonctions étagées u : [a, b] ! R
et U : [a, b]! R telles que :

u ≤ f ≤ U and
ˆ b

a
(U − u)(x) dx ≤ ϵ

Scanned by CamScanner

Notons que la première condition implique que f est bornée car les fonctions étagées ne
prennent qu’un nombre fini de valeurs. Nous allons maintenant donner une caractérisation dif-
férente mais équivalente des fonctions intégrables, qui nous permettent de définir la valeur de
l’intégrale d’une fonction intégrable. Soit f : [a, b] ! R une fonction bornée. Alors il existe au
moins une fonction étagée u ≤ f et une fonction étagée U ≥ f . Les intégrales des fonctions
étagées sur [a, b] sont bien définies donc on peut définir les deux sous-ensembles de R suivants,
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qui sont non-vides :

A =
{ˆ b

a
u(x) dx avec u : [a, b]! R fonction étagée telle que u ≤ f

}

B =
{ˆ b

a
U(x) dx avec U : [a, b]! R fonction étagée telle que U ≥ f

}

Pour tout α ∈ A, il existe une fonction étagée u : [a, b] ! R telle que α =
´ b

a u, et pour tout
β ∈ B, il existe une fonction étagée U : [a, b] ! R telle que β =

´ b
a U . Comme par définition

u ≤ f ≤ U , on a donc u ≤ U et donc en intégrant on a que α ≤ β. On en déduit que tous les
éléments de A sont inférieurs ou égaux aux éléments de B. En passant à la borne supérieure et
inférieure, on en déduit que sup(A) ≤ inf(B).

Définition 2.2. Soit f : [a, b]! R une fonction bornée. On appelle intégrale inférieure de f la
borne supérieure sup(A) et intégrale supérieure de f la borne inférieure inf(B), et on note :

ˆ −

[a,b]
f = sup(A) et

ˆ +

[a,b]
f = inf(B)

La fonction f est dite Riemann-intégrable si
´ −

[a,b] f =
´ +

[a,b] f . Dans ce cas, ce nombre réel est
appelé intégrale de f sur [a, b] et noté

ˆ b

a
f ou bien

ˆ b

a
f(x)dx

On note R([a, b]) l’ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b]. Par convention, si
a < b on note

´ a
b f = −

´ b
a f .

On peut montrer que cette définition de Riemann-intégrabilité avec l’égalité sup(A) = inf(B)
est équivalente à celle qu’on a donnée plus haut, car la preuve se fait avec les ϵ et la définition
des bornes supérieures et inférieures. L’intégrale de f : [a, b] ! R correspond à l’aire sous la
courbe du graphe de f entre les bornes a et b. Il est à noter que les fonctions d’une variable
continues par morceaux sur le segment [a, b] sont intégrables au sens de Riemann.

Il existe une technique similaire pour intégrer des fonction à deux variables sur des domaines
connexes de R2. Cela commence par intégrer des fonctions étagées sur des rectangles, puis des
fonctions plus générales sur des rectangles, pour enfin intégrer des fonctions sur des domaines
(connexes) plus compliqués. L’idée générale restera que l’intégrale d’une fonction à deux variables
correspond au volume sous le graphe de cette fonction. Dans cette section nous nous contentons
de donner l’idée générale de l’intégration des fonctions à deux variables, puis nous verrons dans
la section suivante des cas particuliers en nous appuyant sur l’intégration à une variable.

Reprenons la même idée que pour les fonctions à une variable. Soit a < b et c < d deux
paires de nombres réels, et soit D = [a, b] × [c, d] ⊂ R2 un rectangle du plan. On dit que la
fonction à deux variables f : D ! R est une fonction étagée si ‘

1. il existe n ∈ N∗ et n+ 1 points du segment [a, b], tels que :

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b

2. il existe m ∈ N∗ et m+ 1 points du segment [c, d], tels que :

c = y0 < y1 < x2 < . . . < ym−1 < ym = d
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3. et f est constante sur tous les rectangles ouverts du type ]xi−1, xi[×]yj−1, yj [.
Si f est étagée, alors pour tout 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ m, il existe mij ∈ R tel que f(x, y) = mij

pour tout (x, y) ∈ ]xi−1, xi[×]yj−1, yj [. Toute fonction étagée f : D ! R admet alors une intégrale
sur le rectangle D, dénotée par le signe de double intégrale

˜
D f(x, y) dxdy – aussi dénotée

˜
D f

– et définie par : ¨
D
f(x, y) dxdy =

n∑
i=1

m∑
j=1

mij(xi − xi−1)(yj − yj−1)

On note que la double somme est finie donc le membre de droite est bien défini.

Ensuite, nous pouvons dire qu’une fonction plus générale f : D ! R est intégrable (au
sens de Riemann) si pour tout ϵ > 0, il existe deux fonctions étagées u, U : D ! R telles que
u ≤ f ≤ U et

˜
D(U − u) ≤ ϵ. L’intégrale de la fonction f sur le domaine rectangulaire D peut

alors se calculer comme dans le cas d’une variable simple. Les intégrales des fonctions étagées
sur D sont bien définies donc on peut définir les deux sous-ensembles de R suivants :

A =
{¨

D
u(x, y) dxdy avec u : D ! R fonction étagée telle que u ≤ f

}
B =

{¨
D
U(x, y) dxdy avec U : D ! R fonction étagée telle que U ≥ f

}
Si f est intégrable sur le domaine rectangulaire D, nous
pouvons alors montrer que la borne supérieure de l’en-
semble A coincide avec la borne inférieure de l’ensemble
B, et nous définissons donc la double intégrale de f sur D
comme ce nombre unique :

¨
D
f(x, y) dxdy = sup(A) = inf(B)

L’intégrale de la fonction f sur le rectangle D consiste
alors au volume sous le graphe de f (une surface de R3).
A noter que les fonctions de deux variables qui sont conti-
nues sur le rectangle D sont intégrables.
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Figure 5.12 The Riemann sum as a signed sum of
volumes of boxes.

!xi!y j and height f (ci j ). Therefore, S can be considered to be an approximation
to the volume under the graph of f over R, as suggested by Figure 5.11. If f is
not necessarily nonnegative, then the Riemann sum S is a signed sum of such
volumes (because, with f (ci j ) < 0, the term f (ci j )!Ai j is the negative of the
volume of the appropriate box—see Figure 5.12).

DEFINITION 2.3 The double integral of f on R, denoted by
∫∫

R f d A
(or by

∫∫
R f (x, y) d A or by

∫∫
R f (x, y) dx dy), is the limit of the Riemann

sum S as the dimensions !xi and !y j of the subrectangles Ri j all approach
zero, that is,

∫ ∫

R
f d A = lim

all !xi ,!y j →0

n∑

i, j=1

f (ci j )!xi!y j ,

provided, of course, that this limit exists. When
∫∫

R f d A exists, we say that
f is integrable on R.

The crucial idea to remember—indeed, the defining idea—is that the integral∫∫
R f d A is a limit of Riemann sums S, for this concept is what is needed to

properly apply double integrals to physical situations.
From a geometric point of view, just as the single-variable definite integral∫ b

a f (x) dx can be used to compute the “net area” under the graph of the curve
y = f (x) (as in Figure 5.13), the double integral

∫∫
R f d A can be used to compute

the “net volume” under the graph of z = f (x, y) (as in Figure 5.14).

A1

A2

A3
x

y

Figure 5.13 If A1, A2, A3
represent the values of the shaded
areas, then
∫ b

a f (x) dx = A1 − A2 + A3.

R
(in xy-plane)

V2

V1

Figure 5.14 If V1, V2 represent
the volumes of the shaded regions,
then

∫∫
R f (x, y) d A = V1 − V2.

Another way to view the double integral
∫∫

R f d A is somewhat less geometric
but is more in keeping with the notion of the integral as the limit of Riemann
sums and provides a perspective that generalizes to triple integrals of functions of
three variables. Instead of visualizing the graph of z = f (x, y) as a surface and
S =

∑n
i, j=1 f (ci j )!xi!y j as a (signed) sum of volumes of boxes related to the

graph, consider S to be a weighted sum of areas and the integral
∫∫

R f d A the
limiting value of such weighted sums as the dimensions of all the subrectangles
approach zero. With this point of view, we do not depict the integrand f when we
try to visualize the integral. In this way, the distinction between the roles of the
integrand and the rectangle R over which we integrate can be made clearer. (See
Figure 5.15.)
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Remarque 2.3. Bien entendu, comme pour les intégrales
des fonctions d’une variable, lorsqu’on dit que c’est le vo-
lume ‘sous’ le graphe de f , cela ne concerne que les fonc-
tions positives. Lorsque la fonction f : D ! R n’est pas
de signe constant sur D, le volume ‘sous’ le graphe devient
le volume sous le graphe sur la partie où f est positive,
et le volume au dessus du graphe pour la partie où f est
négative.
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La théorie générale d’intégration des fonctions à deux variables sur des rectangles est quand
même abstraite et nous ne pouvons pas calculer des intégrales dans les cas concrets. Dans la suite
de cette section nous allons voir comment calculer des intégrales de fonctions sur des rectangles
en utilisant des techniques d’intégration de fonctions à deux variables plus simples que la théorie
générale, qui utilisent notamment l’intégrale de Riemann à une variable. Pour cela, nous devons
tout d’abord introduire la notion d’intégrale à paramètre.

Soit I, J ⊂ R deux intervalle (ouverts, fermés, ou semi-ouverts) . Le produit cartésien I × J
est une partie rectangulaire de R2. Si I et J sont des intervalles bornés, ce rectangle est borné
(potentiellement ouvert sur un ou plusieurs côtés), et si I ou bien J n’est pas borné (c’est à
dire s’il contient une borne ±∞ ou les deux), alors ce rectangle est une bande horizontale ou
verticale. Si I et J ne sont pas bornés, cela veut dire que I × J est un quart de plan ou un
demi-plan. Pour l’instant commençons par étudier le cas I × [c, d], puis nous étudierons le cas
plus général I × J .

Soit f : I × [c, d] ! R une fonction à deux variables (pas forcément continue). Pour tout
x ∈ I on définit la fonction partielle à une variable fx : [c, d]! R par la formule fx(y) = f(x, y).
Elle n’est pas forcément continue. Si la fonction fx : [c, d] ! R est intégrable sur le segment
[c, d] (au sens vu ci dessus), alors son intégrale :

φ(x) =
ˆ d

c
fx(y) dy

est une fonction (pas nécessairement continue) de la variable x ∈ I. On dit que c’est une intégrale
dépendant du paramètre x. Comme d’habitude dans l’étude de toute fonction, on s’intéresse à
savoir si φ est continue, dérivable ou intégrable. Pour cela, il nous faudra des théorèmes similaires
à ceux vu sur les séries de fonctions. Nous avons les résultats suivants, que nous ne démontrerons
pas (la preuve se trouve dans le livre de Liret-Martinais dans le chapitre sur les intégrales à
paramètres) :

Proposition 2.4. Soit f : I× [c, d]! R une fonction continue de deux variables. En définissant
la fonction φ : I ! R par la formule

φ(x) =
ˆ d

c
f(x, y) dy

nous avons les résultats suivants :
1. la fonction φ est une fonction continue ;
2. si la fonction dérivée partielle (x, y) 7! ∂f

∂x (x, y) est aussi continue sur I × [c, d] alors la
fonction φ est de classe C1 sur 8I et pour tout x ∈ 8I, on a :

φ′(x) =
ˆ d

c

∂f

∂x
(x, y) dy
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Exemple 2.5. Soit la fonction à deux variables définie sur R× [0, 1] par f(x, y) = e−xy

1+y2 . On pose
φ : R ! R comme la fonction φ(x) =

´ 1
0 f(x, y)dy. Montrer que f est de classe C2 et calculer

φ(0) et φ′(0). Montrer que φ est strictement décroissante et convexe. Montrer que

lim
x!−∞

φ(x) = +∞ et lim
x!+∞

φ(x) = 0

Les solutions sont pages 231-233 du Liret-Martinais.
Exemple 2.6. Soit h : R! R une fonction de classe C∞ telle que h(0) = 0. Définissons la fonction
suivante :

g : R −−−−−−! R

x 7−−−−−−!

{
h(x)

x si x ̸= 0
h′(0) si x = 0

Montrons que la fonction g est de classe C∞. On peut voir que :

∀x ∈ R g(x) =
ˆ 1

0
h′(xy)dy

Définissons alors la fonction à deux variables suivante :

f : R × [0, 1] −−−−−−! R
(x, y) 7−−−−−−! h′(xy)

Si on la dérive k fois on a :

∀x ∈ R, ∀ y ∈ [0, 1], ∂kf

∂xk
(x, y) = ykh′(xy)

C’est une fonction continue pour tout k ∈ N donc les conditions de la Proposition 2.4 s’appliquent
et on voit que la fonction g est de classe C∞.

Ce premier résultat nous dit quand la fonction φ est continue et dérivable, dès qu’on intègre
f sur le segment [c, d]. Dans la suite, nous allons étendre le cas où le segment d’intégration
de la variable y est un intervalle plus général, semi-ouvert d’un côté (la borne supérieure par
exemple). On peut aussi ouvrir du côté de la borne inférieur avec les mêmes arguments que nous
présentons dans la suite de cette section. Dans les deux cas, la continuité et la dérivabilité de la
fonction φ est dès lors plus compliquée à montrer. Nous faisons cela car il arrivera d’intégrer sur
des rectangles ouverts d’un côté, du type [a, b] × [c, d[ ou de deux côtés, du type ]a, b] × [c, d[. Il
faut donc savoir définir les intégrales à paramètres dans ce genre de cas. Pour cela revenons sur
les intégrales impropres.

Rappelons que dans l’intégration des fonctions réelles à une variable, les intégrales du type´ d
c f(x) dx, lorsque f est une fonction définie sur l’intervalle ouvert ]c, d[ ou semi-ouvert [c, d[ où
c et d peuvent être un nombre réel ou ±∞, sont appelées intégrales impropres. On ne peut en
effet pas utiliser directement la technique usuelle d’intégration avec les fonctions étagées sur ces
intervalles pour montrer qu’une fonction est intégrable ou pas intégrable. Ce qu’on fait à la place
c’est le processus suivant : on considère le cas où f est localement intégrable sur un intervalle J
ouvert ou semi-ouvert, c’est à dire intégrable sur tout segment de J (c’est le cas en particulier
des fonctions étagées et continues). On note c = inf(J) et d = sup(J), ces valeurs pouvant
éventuellement valoir l’infini si J n’est pas borné à gauche ou à droite. Avec ces notations, on
intègre f sur un segment [t−, t+] ⊂ J , et on regarde si la limite de la fonction primitive de f :

lim
t+!d
t−!c

ˆ t+

t−

f(x) dx
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existe et est finie (c’est à dire un nombre réel). Si tel est le cas, on appelle cette limite l’intégrale
impropre de f sur J , et on la note

´
J f(x) dx ou

´ d
c f(x) dx. Par abus de langage (en confondant

limite et fonction primitive), on dit aussi que l’intégrale impropre
´ d

c f(x) dx converge. Nous
avons un critère pour savoir si une fonction f est intégrable sur un intervalle ouvert ou semi-
ouvert J , c’est le critère de convergence majorée : si f : J ! R est majorée en valeur absolue
par une fonction positive g : J ! R – c’est à dire |f | ≤ g – et si l’intégrale impropre

´ d
c g(x) dx

est convergente, alors l’intégrale impropre
´ d

c f(x) dx est convergente (en réalité absolument
convergente, comme pour les séries).

Maintenant pour les intégrales à paramètres, nous étudions une fonction f à deux variables
continue définie sur I × J où I et J sont des intervalles de R (ouvert, fermé ou semi-ouvert).
Cette fois-ci, la fonction φ(x) =

´ d
c f(x, y) dy n’est bien définie qu’à condition que pour tout

x ∈ I, l’intégrale impropre
´ d

c f(x, y) dy est convergente. La continuité de la fonction φ n’est pas
encore garantie. Voici un critère qui permet d’être sûr que φ est définie et continue :

Proposition 2.7. Soit f : I × J ! R une fonction continue de deux variables. Supposons qu’il
existe une fonction g : J ! R continue (et positive) ayant les deux propriétés suivantes :

1. pour tout y ∈ J , |f(x, y)| ≤ g(y) pour tout x ∈ I, et
2. l’intégrale impropre

´ d
c g(y) dy est convergente.

Alors pour tout x ∈ I, l’intégrale impropre
´

J f(x, y) dy est absolument convergente et la fonction
φ : I ! R, x 7!

´ d
c f(x, y) dy est continue.

Remarque 2.8. Notons que la proposition s’applique automatiquement si la fonction f est bornée
sur I × J . Si ce n’est pas le cas, on peut aussi se contenter de prendre les hypothèses de la
Proposition 2.7 sur un segment de J pour se ramener à la Proposition 2.4, car la continuité est
une propriété locale.
Exemple 2.9. On prend D =

(
R∗

+
)2 ⊂ R2 et la fonction définie par f(x, y) = yx−1e−y. On définit

la fonction Γ d’Euler par l’unique fonction définie par :

Γ : ]0,+∞[ −−−−−−! R

x 7−−−−−−!

ˆ +∞

0
yx−1e−ydy

D’abord, elle est bien définie car pour tout x > 0 nous avons :

yx−1e−y ∼
y!0

1
y1−x

et yx−1e−y = o
y!+∞

( 1
y2

)
L’équivalent de gauche est une fonction intégrable en 0 car 1 − x < 0, et le petit o de droite
est clairement intégrable en +∞. L’intégrale de la fonction Γ est donc bien définie pour tout
x > 0. D’autre part la fonction f est continue sur D. Pour la majoration, on ne peut pas la
majorer proprement sur D, mais on va le faire sur un sous-ensemble, en prenant un segment
[a, b] ⊂ ]0,+∞[. Car dans ce cas on a, pour tout x ∈ [a, b] et tout y ∈ ]0,+∞[, que :

|f(x, y)| ≤
{
yb−1e−y si y ≥ 1
ya−1e−y si y < 1

≤
(
yb−1 + ya−1

)
e−y

La fonction de droite g(y) =
(
yb−1 + ya−1

)
e−y est continue, ne dépend pas de x, majore |f(x, y)|

et est intégrable sur ]0,+∞[ car 1 − a < 1 et 1 − b < 1. La Proposition 2.7 s’applique et on en
déduit que Γ est continue sur [a, b]. Comme c’est vrai pour tout 0 < a < b, on a que la fonction
Γ est continue sur ]0,+∞[.
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Remarque 2.10. On observe que pour tout x > 0, Γ(x + 1) = xΓ(x), et on en déduit que
Γ(n) = n!.
Exemple 2.11. L’hypothèse que f est dominée par une fonction indépendante de la première
variable est importante car si on prend la fonction définie par f(x, y) = xe−xy sur (R+)2 ⊂ R2

qui est continue, alors son intégrale vaut φ(0) = 0 et φ(x) = 1 si x > 0. La fonction φ n’est donc
pas continue !

Notez l’analogie avec la convergence normale dans le domaine des séries de fonctions. Soit
(fn : I ! R)n une suite de fonctions continues. Si jamais il existe une suite d’entiers positifs
ayant les deux propriétés suivantes :

1. pour tout n ∈ N fixé, |fn(x)| ≤ an pour tout x ∈ I – autrement dit ∥fn∥ ≤ an – et
2. la série ∑ an est convergente.

On dit alors que la série de fonctions converge normalement. Cela implique que pour tout x ∈ I,
la série de nombres réels ∑ fn(x) converge absolument, et donc que la série de fonctions ∑ fn

converge simplement vers une fonction f = ∑+∞
n=0 fn, et cette fonction est continue. Nous voyons

donc que la Proposition 2.7 est une version ‘continue’ de la convergence normale pour les séries
de fonctions.

De cette remarque, nous pouvons généraliser le théorème de dérivation sous le signe somme
pour les séries de fonctions, c’est à dire l’interversion de la somme et la dérivation, sous certaines
conditions : (+∞∑

n

fn

)′

=
+∞∑

n

f ′
n

Cela est possible notamment (mais pas que) lorsque chaque fonction dérivée f ′
n est majorée sur

sont intervalle de définition par un nombre réel an, et que la série positive ∑ an converge. Si on
généralise ces hypothèses en passant du discret (n ∈ N) au continu (y ∈ J), alors on obtient le
résultat suivant :

Proposition 2.12. Soit f : I × J ! R une fonction continue de deux variables (on note
c = inf(J) et d = sup(J)). Supposons que la fonction dérivée partielle ∂f

∂x existe et est continue
sur 8I. On suppose que l’intégrale impropre

´ d
c f(x, y) dy converge pour tout x ∈ I et qu’il existe

une fonction g : J ! R continue (et positive) ayant les deux propriétés suivantes :
1. pour tout y ∈ J , |∂f

∂x (x, y)| ≤ g(y) pour tout x ∈ 8I, et
2. l’intégrale impropre

´ d
c g(y) dy est convergente.

Alors la fonction φ : x 7!
´ d

c f(x, y) dy est de classe C1 sur 8I et on a, pour tout x ∈ 8I :

φ′(x) =
ˆ d

c

∂f

∂x
(x, y) dy

Remarque 2.13. Notons en outre que l’intégrale impropre
´ d

c
∂f
∂x (x, y) dy est absolument conver-

gente.
Exemple 2.14. On prend I = R, c = 0 et d = +∞. La fonction que l’on étudie est f(x, y) =
e−y2cos(xy). Montrer que l’intégrale impropre

´ +∞
0 f(x, y) dy est (absolument) convergente. On

pose ensuite :

φ(x) =
ˆ +∞

0
e−y2cos(xy) dy

Montrer que φ est de classe C1.
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Exemple 2.15. Nous allons montrer que la fonction Γ de l’Exemple 2.9 est de classe C∞. L’idée
c’est de dérivée n fois sous le signe intégrale et de majorer à chaque fois. Rappelons la fonction :

f :
(
]0,+∞[

)2
−−−−−−! R

(x, y) 7−−−−−−! yx−1e−y = e−y+(x−1)ln(y)

et la fonction Γ définie par intégration sur la variable y :

Γ : ]0,+∞[ −−−−−−! R

x 7−−−−−−!

ˆ +∞

0
yx−1e−ydy

Pour tout k ∈ N, on a
∂kf

∂xk
(x, y) = (ln(y))kyx−1e−y

C’est une fonction continue en les deux variables sur D =
(
]0,+∞[

)2. Soit 0 < a < b, alors
inspirés par l’Exemple 2.9 on a la majoration suivante :∣∣∣∣∣∂kf

∂xk
(x, y)

∣∣∣∣∣ ≤ (ln(y))k
(
yb−1 + ya−1

)
e−y

La fonction de droite gk(y) = (ln(y))k
(
yb−1 + ya−1

)
e−y est continue, ne dépend pas de x,

majore
∣∣∣∂kf

∂xk

∣∣∣ et est intégrable sur ]0,+∞[, donc la Proposition 2.7 nous dit que la fonction
intégrale x 7!

´ +∞
0 (ln(y))kyx−1e−ydy est continue. Avec la Proposition 2.12, nous pouvons alors

voir par récurrence que c’est la dérivée k-ième de la fonction Γ :

∀x ∈ ]0,+∞[ Γ′(x) =
ˆ +∞

0
yx−1e−ydy

Nous avons étudié les conditions sous lesquelles l’intégrale à paramètre φ : I ! R était
continue et dérivable sur I. Son intégration revient à intégrer une fonction d’une variable sur
l’intervalle I (ouvert, semi-ouvert ou fermé). Il n’y a pas de problème majeur à cela, à part
vérifier le cas échéant que l’intégrale (impropre ou non)

´
I φ(x)dx est bien définie. Notons que

dans le cas où la fonction f : I × [c, d[! R est prolongeable par continuité à I × [c, d], la
contribution du bord haut du rectangle I × {d} ne compte pas dans l’évaluation de l’intégrale,
car le bord est d’aire nulle par rapport à l’aire du rectangle. Plus généralement, intégrer sur
un rectangle fermé ou un rectangle ouvert (si f est bien définie et intégrable) ne change pas le
résultat de l’intégrale.

Maintenant, précisons un peu la théorie, et prenons le cas particulier où le domaine d’intégra-
tion est un rectangle fermé [a, b]×[c, d], c’est à dire qu’on pose I = [a, b]. Soit f : [a, b]×[c, d]! R
une fonction continue définie sur un rectangle fermé. Au vu des hypothèses, nous déduisons de
la Proposition 2.4 que la fonction φ : [a, b]! R définie par

φ(x) =
ˆ d

c
f(x, y) dy

est une fonction continue de la variable x. Nous pouvons donc l’intégrer sur le segment [a, b] et
nous obtenons :

A =
ˆ b

a
φ(x) dx =

ˆ b

a

(ˆ d

c
f(x, y) dy

)
dx
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Mais pour les mêmes raisons, nous pouvons définir de façon symétrique une fonction ψ : [c, d]!
R par :

ψ(x) =
ˆ b

a
f(x, y) dx

Elle est aussi continue en la variable y et donc intégrable sur le segment [c, d], ce qui donne :

B =
ˆ d

c
ψ(y) dy =

ˆ d

c

(ˆ b

a
f(x, y) dx

)
dy

La question naturelle est de se demander si A = B, c’est à dire si on peut intervertir l’ordre
d’intégration, ce que nous allons explorer maintenant. Nous voyons qu’il y a deux façons de
calculer l’intégrale de la fonction f (continue) sur le rectangle [a, b] × [c, d] :

— intégrer par rapport à y, en laissant x fixé, puis intégrer le résultat par rapport à x, ou
— intégrer par rapport à x, en laissant y fixé, puis intégrer le résultat par rapport à y.

Lorsqu’on fixe x = x0 ∈ [a, b], le point (x0, y) parcourt le segment vertical d’abscisse x0 lorsque
y varie entre c et d (cf la figure 2 ci dessous). Lorsqu’on intègre la fonction f par rapport à
la variable y en premier, c’est donc comme si on intégrait la fonction au dessus du segment
{x0} × [c, d] et le résultat – qui correspond à φ(x0) – est l’aire de la tranche verticale au dessus
du segment {x0}×[c, d] (figure verte de la deuxième image). Ensuite, lorsqu’on intègre la fonction
φ sur la variable x, on se retrouve à sommer les aires de toutes les tranches vertes. On obtient
comme résultat que l’intégrale :

A =
ˆ b

a
φ(x) dx =

ˆ b

a

(ˆ d

c
f(x, y) dy

)
dx

est le volume sous le graphe de la fonction f .

Scanned by CamScanner

72



Au contraire, dans la seconde manière, lorsqu’on fixe y = y0 ∈ [c, d], le point (x, y0) parcourt
le segment horizontal d’ordonnée y0 lorsque x varie entre a et b (cf la figure 1 ci dessus). Donc
lorsqu’on intègre la fonction f par rapport à la variable x en premier, c’est donc comme si on
intégrait la fonction au dessus du segment [a, b] × {y0} et le résultat – qui correspond à ψ(y0) –
est l’aire de la tranche verticale au dessus du segment [a, b] × {y0} (figure orange de la deuxième
image). Ensuite, lorsqu’on intègre la fonction ψ sur la variable x, on se retrouve à sommer les
aires de toutes les tranches oranges. On obtient comme résultat que l’intégrale :

B =
ˆ d

c
ψ(y) dy =

ˆ d

c

(ˆ b

a
f(x, y) dx

)
dy

est elle aussi le volume sous le graphe de la fonction f . On a donc prouvé graphiquement
(intuitivement) que A = B.

Theorème de Fubini. Soit f : [a, b]× [c, d]! R une fonction continue définie sur un rectangle
fermé. Alors on a ˆ b

a

(ˆ d

c
f(x, y) dy

)
dx =

ˆ d

c

(ˆ b

a
f(x, y) dx

)
dy

Démonstration. La preuve rigoureuse est intéressante et se trouve pages 250-251 du manuel
Liret-Martinais.

Définition 2.16. Lorsque f : [a, b] × [c, d]! R est une fonction continue, le nombre
ˆ b

a

(ˆ d

c
f(x, y) dy

)
dx =

ˆ d

c

(ˆ b

a
f(x, y) dx

)
dy

se note
˜

[a,b]×[c,d] f(x, y) dxdy et s’appelle l’intégrale double de f sur [a, b] × [c, d].
INTÉGRALES DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE 1. CONTINUITÉ ET DÉRIVABILITÉ D’UNE INTÉGRALE DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE 5

xt

↵

�

a

b

xt

↵

�

a

b

Ici, pour nos fonctions de deux variables, on calcule d’abord l’aire d’une tranche parallèle à l’axe des t (en vert sur
la figure), puis on fait la somme (c’est-à-dire on effectue une seconde intégration) des aires de toutes les tranches
(qui ont en fait une épaisseur infinitésimale). On pourrait faire la même opération en commençant par les tranches
parallèles à l’axe des x (en rouge sur la figure). Le théorème de Fubini affirme que ces deux méthodes conduisent à la
même valeur. Ce nombre correspond au volume sous la portion de surface.

Exemple 4.
Calculons :

I =

Z ⇡

0

ÇZ 1

0

(t sin x + 2x)dt

å
dx

Première méthode. On intègre d’abord par rapport à t, puis à x :

I =

Z x=⇡

x=0

ÇZ t=1

t=0

(t sin x + 2x)dt

å
dx =

Z x=⇡

x=0

î t2

2
sin x + 2x t
ót=1

t=0
dx

=

Z x=⇡

x=0

Å
sin x

2
+ 2x
ã

dx =
î� cos x

2
+ x2
óx=⇡

x=0
= ⇡2 + 1

Seconde méthode. On utilise le théorème de Fubini qui affirme que l’on peut d’abord intégrer par rapport à x , puis
par rapport à t :

I =

Z x=⇡

x=0

ÇZ t=1

t=0

(t sin x + 2x)dt

å
dx =

Z t=1

t=0

✓Z x=⇡

x=0

(t sin x + 2x)dx

◆
dt par Fubini

=

Z t=1

t=0

î
� t cos x + x2
óx=⇡

x=0
dt =

Z t=1

t=0

(2t +⇡2) dt =
î
t2 +⇡2 t
ót=1

t=0
= ⇡2 + 1

Démonstration. Par le théorème 1, la fonction F est continue sur I , donc intégrable. Pour x 2 I , considérons la
fonction :

'(x , t) =

Z x

↵

f (y, t) dy .

C’est une fonction continue sur I ⇥ J . (Pour le prouver considérer '(x , t)�'(x0, t0) =
R x

x0
f (y, t) dy +
R x0

a

�
f (y, t)�

f (y, t0)
�

dy. Le premier terme est petit pour x proche de x0 car f est bornée ; le second est petit par continuité
uniforme de f , exactement comme dans la preuve théorème du 1.)
La dérivée partielle par rapport à x de '(x , t) est @ '@ x (x , t) = f (x , t), qui est elle aussi continue sur I ⇥ J . On peut
donc lui appliquer le théorème 2. La fonction qui à x associe

�(x) =

Z b

a

'(x , t) dt =

Z b

a

✓Z x

↵

f (y, t) dy

◆
dt

est dérivable et sa dérivée est :

�0(x) =
Z b

a

@ '

@ x
(x , t) dt =

Z b

a

f (x , t) dt .

On obtient donc, pour tout x 2 I :
Z b

a

✓Z x

↵

f (y, t) dy

◆
dt = �(x) =

Z x

↵

�0(y) dy =

Z x

↵

ÇZ b

a

f (y, t) dt

å
dy .

D’où le résultat en prenant x = � .

Nous avons présenté la théorie générale de l’intégration des fonctions à deux variables sur
des rectangles. Il y a un problème qu’il reste à résoudre : comment faire pour des domaines
non rectangulaires ? Nous pouvons couper le domaine de définition en plusieurs rectangles, et il
restera des zones près des bords qui ne seront pas rectangulaires, mais qui seront du type décrit
par le Théorème des fonctions implicites, comme chaque morceau de courbe dans les rectangles
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de la figure suivante à gauche, avec un zoom sur un morceau dans la figure de droite. Nous
savons calculer les intégrales doubles sur les rectangles complets, et nous devons maintenant
définir les intégrales doubles sur les domaines qui sont rectangulaires sur un bord, et bordés par
une courbe sur un autre comme sur la figure de droite.
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=
∑

Ri j ⊂R1

{∫ y j

y j−1

f (x∗
i , y) dy

}
!xi

+
∑

Ri j ⊂R2

{∫ y j

y j−1

f (x∗
i , y) dy

}
!xi .

Therefore,
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

F(x∗
i )!xi −

∑

Ri j ⊂R2

{∫ y j

y j−1

f (x∗
i , y) dy

}
!xi

∣∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∣

∑

Ri j ⊂R1

{∫ y j

y j−1

f (x∗
i , y) dy

}
!xi

∣∣∣∣∣ . (4)

Applying the mean value theorem for integrals to the left side of equation (4) and
inequality (3) to the right side, we obtain

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

F(x∗
i )!xi −

∑

Ri j ⊂R2

f (ci j )!xi!y j

∣∣∣∣∣ ≤
∑

Ri j ⊂R1

M!xi!y j

= M · area of R1.

Now S has zero area (by hypothesis) and is contained in R1. By letting the
partition of R become sufficiently fine (i.e., by making !xi , !y j small), the term
M · area of R1 can be made arbitrarily small. (See Figure 5.41.)

x

y

c

d

ba

Figure 5.41 The set R1 (shaded area) consists of
the subrectangles of the partition of R that meet S,
the set of discontinuities of f on R. As the partition
becomes finer, the area of R1 tends toward zero.

Therefore, as all !xi and !y j tend to zero, we have that the sums
∑

i

F(x∗
i )!xi and

∑

Ri j ⊂R2

f (ci j )!xi!y j ,

and the term M · area of R1 converge (respectively) to
∫ b

a
F(x) dx,

∫ ∫

R
f d A, and 0.

La double intégrale sur les rectangles se fait en deux étapes : d’abord intégrer f(x, y) sur un
segment (chemin fermé) vertical ou horizontal, puis intégrer selon la deuxième variable. L’idée
d’intégrer d’abord sur un chemin par rapport à une variable puis par rapport à l’autre variable
est une technique générale que nous allons maintenant étudier. Pour cela nous pouvons étendre
la théorie de l’intégrale à paramètre à des domaines du plan qui ne sont pas des rectangles.

Définition 2.17. On dit qu’un sous-ensemble D ⊂ R2 est un domaine élémentaire de R2 s’il
peut être décrit par l’un des deux types suivants :

— Type 1 : D =
{
(x, y)

∣∣ a ≤ x ≤ b , γ(x) ≤ y ≤ δ(x)
}

où γ, δ ∈ C0([a, b])
— Type 2 : D =

{
(x, y)

∣∣α(y) ≤ x ≤ β(y), c ≤ y ≤ d
}

où α, β ∈ C0([c, d]
)
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is
∫∫

R( f + g) d A is

n∑

i, j=1

( f + g)(ci j )!Ai j =
n∑

i, j=1

(
f (ci j ) + g(ci j )

)
!Ai j

=
n∑

i, j=1

f (ci j )!Ai j +
n∑

i, j=1

g(ci j )!Ai j

→
∫ ∫

R
f d A +

∫ ∫

R
g d A.

Property 3 (known as monotonicity) and property 4 can also be proved using
Riemann sums. For property 4, one needs to use the fact that

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

ak

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|ak |.

D

y

x

Figure 5.21 A bounded region D
in the plane.

Double Integrals over General Regions in the Plane
Our next step is to understand how to define the integral of a function over an
arbitrary bounded region D in the plane. Ideally, we would like to give a precise
definition of

∫∫
D f d A, where D is the amoeba-shaped blob shown in Figure 5.21

and where f is bounded on D. In keeping with the definition of the integral over
a rectangle,

∫∫
D f d A should be a limit of some type of Riemann sum and should

represent the net volume under the graph of f over D. Unfortunately, the techni-
calities involved in making such a direct approach work are prohibitive. Instead, we
shall consider only certain special regions (rather than entirely arbitrary ones), and
we shall assume that the integrand f is continuous over the region of integration
(which will allow us to use what we already know about integrals over rectangles).
Although this approach will not provide us with a completely general definition,
it is sufficient for essentially all the practical situations we will encounter.

To begin, we define the types of elementary regions we wish to consider.
D

y

x
x = a

x = b

y = g(x)δ

y = y(x)γ

Figure 5.22 A type 1 elementary
region.

y = d

y = c

x =  a(y)α

y

x

x = B(y)β

D

Figure 5.23 A type 2 elementary
region.

DEFINITION 2.8 We say that D is an elementary region in the plane if it
can be described as a subset of R2 of one of the following three types:

Type 1 (see Figure 5.22):

D = {(x, y) | γ (x) ≤ y ≤ δ(x), a ≤ x ≤ b},
where γ and δ are continuous on [a, b].

Type 2 (see Figure 5.23):

D = {(x, y) | α(y) ≤ x ≤ β(y), c ≤ y ≤ d},
where α and β are continuous on [c, d].

Type 3 D is of both type 1 and type 2.

Thus, a type 1 elementary region D has a boundary (denoted ∂ D) consisting
of straight segments (possibly single points) on the left and on the right and graphs
of continuous functions of x on the top and on the bottom. A type 2 elementary
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arbitrary bounded region D in the plane. Ideally, we would like to give a precise
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D f d A, where D is the amoeba-shaped blob shown in Figure 5.21

and where f is bounded on D. In keeping with the definition of the integral over
a rectangle,

∫∫
D f d A should be a limit of some type of Riemann sum and should
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it is sufficient for essentially all the practical situations we will encounter.
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DEFINITION 2.8 We say that D is an elementary region in the plane if it
can be described as a subset of R2 of one of the following three types:

Type 1 (see Figure 5.22):

D = {(x, y) | γ (x) ≤ y ≤ δ(x), a ≤ x ≤ b},
where γ and δ are continuous on [a, b].

Type 2 (see Figure 5.23):

D = {(x, y) | α(y) ≤ x ≤ β(y), c ≤ y ≤ d},
where α and β are continuous on [c, d].

Type 3 D is of both type 1 and type 2.

Thus, a type 1 elementary region D has a boundary (denoted ∂ D) consisting
of straight segments (possibly single points) on the left and on the right and graphs
of continuous functions of x on the top and on the bottom. A type 2 elementary

Remarque 2.18. De la définition, on voit que les domaines élémentaires de type 1 et de type 2
sont compacts, c’est à dire fermés bornés (car nous sommes en dimension finie), et connexes (par
arc), c’est à dire que deux points (a, b) et (a′, b′) de D sont toujours joignables par une courbe
paramétrée. On se limite à ce type de domaine par la suite.
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Pour caractériser les domaines de type 1, ce sont les domaines compacts connexes D de R2

qui satisfont la propriété suivante : pour tout a ≤ x ≤ b, le segment vertical {x}× [γ(x), δ(x)] est
entièrement contenu dansD. Cela revient à dire queD peut être recouvert de segments verticaux.
Pour caractériser les domaines de type 2, ce sont les domaines compacts connexes D de R2 qui
satisfont la propriété suivante : pour tout c ≤ y ≤ d, le segment horizontal [α(x), β(x)] × {y}
est entièrement contenu dans D. Cela revient à dire que D peut être recouvert de segments
horizontaux. Dans les figures ci dessous, le sapin et le dernier dessin ne sont ni de type 1 ni de
type 2, le poisson et la deuxième figure sont de type 1 mais pas de type 2.

Définition 2.19. Soit D un domaine élémentaire de R2 et f : D ! R une fonction continue.
1. Si D est de type 1, on définit l’intégrale de f sur D comme l’intégrale à paramètre suivante :

¨
D
fdA =

ˆ b

a

(ˆ δ(x)

γ(x)
f(x, y)dy

)
dx

2. Si D est de type 2, on définit l’intégrale de f sur D comme l’intégrale à paramètre suivante :
¨

D
fdA =

ˆ d

c

(ˆ α(y)

β(y)
f(x, y)dx

)
dy

Remarque 2.20. Le symbole dA dénote l’élément d’aire infinitésimal, c’est dxdy en coordonnées
cartésiennes. C’est bien une aire, puisque dx et dy sont des longueurs donc dxdy est une aire.
On peut donc écrire l’intégrale

˜
D fdA comme

˜
D f(x, y) dxdy (c’est juste une notation).

Proposition 2.21. Soit D un domaine élémentaire de R2 et f : D ! R une fonction continue.
Si D est à la fois de type 1 et de type 2, alors les deux définitions de l’intégrale de f données
ci-dessus coincident.

Exemple 2.22. Voir les exemples pages 252-253 du manuel Liret-Martinais ou la sous-section 5.2
du livre de Susan Jane Colley. Il est important de noter que souvent, une façon d’intégrer est
plus simple que l’autre donc il faut être malin pour choisir la bonne.

Corollaire 2.23. Soit D un domaine élémentaire de R2 de type 1 et de type 2. Alors l’intégrale
de f sur D mesure le volume (positif ou négatif) "sous" le graphe de f . En particulier, l’aire
de D est l’intégrale de la fonction constante f : D ! R, (x, y)! 1, c’est à dire :

Aire du domaine D =
¨

D
dA
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316 Chapter 5 Multiple Integration

y
x

z

Figure 5.11 The volume under the graph
of f is approximated by the Riemann sum.

xy-plane

z = f(x, y)

f < 0 here.
Volume of this
box enters S
with a − sign.

f > 0 here.
Volume of this
box enters S
with a + sign.

Figure 5.12 The Riemann sum as a signed sum of
volumes of boxes.

!xi!y j and height f (ci j ). Therefore, S can be considered to be an approximation
to the volume under the graph of f over R, as suggested by Figure 5.11. If f is
not necessarily nonnegative, then the Riemann sum S is a signed sum of such
volumes (because, with f (ci j ) < 0, the term f (ci j )!Ai j is the negative of the
volume of the appropriate box—see Figure 5.12).

DEFINITION 2.3 The double integral of f on R, denoted by
∫∫

R f d A
(or by

∫∫
R f (x, y) d A or by

∫∫
R f (x, y) dx dy), is the limit of the Riemann

sum S as the dimensions !xi and !y j of the subrectangles Ri j all approach
zero, that is,

∫ ∫

R
f d A = lim

all !xi ,!y j →0

n∑

i, j=1

f (ci j )!xi!y j ,

provided, of course, that this limit exists. When
∫∫

R f d A exists, we say that
f is integrable on R.

The crucial idea to remember—indeed, the defining idea—is that the integral∫∫
R f d A is a limit of Riemann sums S, for this concept is what is needed to

properly apply double integrals to physical situations.
From a geometric point of view, just as the single-variable definite integral∫ b

a f (x) dx can be used to compute the “net area” under the graph of the curve
y = f (x) (as in Figure 5.13), the double integral

∫∫
R f d A can be used to compute

the “net volume” under the graph of z = f (x, y) (as in Figure 5.14).

A1

A2

A3
x

y

Figure 5.13 If A1, A2, A3
represent the values of the shaded
areas, then
∫ b

a f (x) dx = A1 − A2 + A3.

R
(in xy-plane)

V2

V1

Figure 5.14 If V1, V2 represent
the volumes of the shaded regions,
then

∫∫
R f (x, y) d A = V1 − V2.

Another way to view the double integral
∫∫

R f d A is somewhat less geometric
but is more in keeping with the notion of the integral as the limit of Riemann
sums and provides a perspective that generalizes to triple integrals of functions of
three variables. Instead of visualizing the graph of z = f (x, y) as a surface and
S =

∑n
i, j=1 f (ci j )!xi!y j as a (signed) sum of volumes of boxes related to the

graph, consider S to be a weighted sum of areas and the integral
∫∫

R f d A the
limiting value of such weighted sums as the dimensions of all the subrectangles
approach zero. With this point of view, we do not depict the integrand f when we
try to visualize the integral. In this way, the distinction between the roles of the
integrand and the rectangle R over which we integrate can be made clearer. (See
Figure 5.15.)
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R f d A exists, we say that
f is integrable on R.

The crucial idea to remember—indeed, the defining idea—is that the integral∫∫
R f d A is a limit of Riemann sums S, for this concept is what is needed to

properly apply double integrals to physical situations.
From a geometric point of view, just as the single-variable definite integral∫ b

a f (x) dx can be used to compute the “net area” under the graph of the curve
y = f (x) (as in Figure 5.13), the double integral

∫∫
R f d A can be used to compute

the “net volume” under the graph of z = f (x, y) (as in Figure 5.14).

A1

A2

A3
x

y

Figure 5.13 If A1, A2, A3
represent the values of the shaded
areas, then
∫ b

a f (x) dx = A1 − A2 + A3.

R
(in xy-plane)

V2

V1

Figure 5.14 If V1, V2 represent
the volumes of the shaded regions,
then

∫∫
R f (x, y) d A = V1 − V2.

Another way to view the double integral
∫∫

R f d A is somewhat less geometric
but is more in keeping with the notion of the integral as the limit of Riemann
sums and provides a perspective that generalizes to triple integrals of functions of
three variables. Instead of visualizing the graph of z = f (x, y) as a surface and
S =

∑n
i, j=1 f (ci j )!xi!y j as a (signed) sum of volumes of boxes related to the

graph, consider S to be a weighted sum of areas and the integral
∫∫

R f d A the
limiting value of such weighted sums as the dimensions of all the subrectangles
approach zero. With this point of view, we do not depict the integrand f when we
try to visualize the integral. In this way, the distinction between the roles of the
integrand and the rectangle R over which we integrate can be made clearer. (See
Figure 5.15.)

Exemple 2.24. Soit D le domaine délimité par l’axe ho-
rizontal et le graphe de la fonction logarithme, entre
x = 1 et x = e (voir dessin). On prend comme fonc-
tion f : D ! R, (x, y) 7! 1 la fonction constante à 1. Son
intégrale devra donc être l’aire du domaine D considéré.
C’est un domaine élémentaire de type 1 et de type 2, avec
les fonctions suivantes :

α(y) = ey, β(y) = e, γ(x) = 0, δ(x) = ln(x)
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(See Figure 5.47.) When the region is elementary of type 3, however, we can
choose either order of integration, at least in principle. Often, this flexibility can
be used to advantage, as the following examples illustrate:

x

y

2

y = c

y = d

1
x = (y)βx = (y)α

Figure 5.47 A type 2 region
leads to integration with respect
to x first.

x
D

y = ln x

y

1

1 e

Figure 5.48 The region D of
Example 1.

y = ln x ↔ x = ey

x

y

1

2
1

(e, 1)

x = e

Figure 5.49 Integrating over
the region D of Example 1 by
integrating first with respect to x .

EXAMPLE 1 We calculate the area of the region shown in Figure 5.48. Con-
sidering D as a type 1 region, we obtain

Area of D =
∫ ∫

D
1 d A (Why?) =

∫ e

1

∫ ln x

0
1 dy dx

=
∫ e

1
y
∣∣ln x
0 dx =

∫ e

1
ln x dx .

The single definite integral that results gives the area under the graph of y = ln x
over the x-interval [1, e], just as it should. To evaluate this integral, we need to
use integration by parts: Let u = ln x (so du = 1/x dx) and dv = dx (so v = x).
Then

Area of D =
∫ e

1
ln x dx = ln x · x

∣∣e
1 −

∫ e

1
x · 1

x
dx

(remember
∫

u dv = u · v −
∫

v du), so

Area of D = e − 0 −
∫ e

1
dx = e − (e − 1) = 1.

Integration by parts can be avoided if we integrate first with respect to x , as
schematically suggested by Figure 5.49. Hence,

Area of D =
∫ ∫

D
1 d A =

∫ 1

0

∫ e

ey
1 dx dy =

∫ 1

0
x
∣∣e
ey dy =

∫ 1

0
(e − ey) dy

= (ey − ey)
∣∣1
0 = (e − e) − (0 − e0) = 1,

which checks (just as it should). !

Note that the two iterated integrals we used to calculate the area in Example 1,
namely,

∫ e

1

∫ ln x

0
dy dx and

∫ 1

0

∫ e

ey
dx dy,

are not obtained from each other by a simple exchange of the limits of integration.
The only time such an exchange is justified is when the region of integration
is a rectangle of the form [a, b] × [c, d] so that all limits of integration are
constants.

EXAMPLE 2 Sometimes changing the order of integration can make an im-
possible calculation possible. Consider the evaluation of the following iterated
integral:

∫ 2

0

∫ 4

y2
y cos(x2) dx dy.

After some effort (and maybe some scratchwork), you should find it impossible
even to begin this calculation. In fact it can be shown that cos(x2) does not
have an antiderivative that can be expressed in terms of elementary functions.
Consequently, we appear to be stuck.

On commence par intégrer par rapport à la variable y puis x :
ˆ e

1

(ˆ ln(x)

0
1dy

)
dx =

ˆ e

1
ln(x) dx = [xln(x) − x]e1 = 1

On fait ensuite l’intégration en changeant l’ordre d’intégration :
ˆ 1

0

(ˆ e

ey

1dx
)
dy =

ˆ 1

0
(e− ey) dy = [ey − ey]10 = 1

On retrouve le même résultat dans les deux cas, et l’aire du domaine D vaut 1.
Exemple 2.25. SoitD le cercle unité et soit f : D ! R, (x, y) = 1. L’intégrale de f devra donc être
l’aire du cercle de centre (0, 0) et de rayon 1. On observe que le disque est un domaine élémentaire
de type 1 et de type 2. Nous pouvons calculer l’intégrale de f de deux façon différentes, données
par la Définition 2.19.
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region has a boundary that is straight on the top and bottom and consists of graphs
of continuous functions of y on the left and right.

EXAMPLE 4 The unit disk, shown in Figure 5.24, is an example of a type 3
elementary region. It is a type 1 region since

D =
{

(x, y)
∣∣ −

√
1 − x2 ≤ y ≤

√
1 − x2, −1 ≤ x ≤ 1

}
.

(See Figure 5.25.) It is also a type 2 region since

D =
{

(x, y)
∣∣ −

√
1 − y2 ≤ x ≤

√
1 − y2, −1 ≤ y ≤ 1

}
.

(See Figure 5.26.) !

y

x

Figure 5.24 The unit disk
D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1} is a
type 3 region.

y

x
x = −1 x = 1

y =   1 − x2

y = −    1 − x2

Figure 5.25 The unit disk D as a
type 1 region.

y

x

y = −1

y = 1

x =   1 − y2 x = −    1 − y2 

Figure 5.26 The unit disk D as a type 2
region.

Now we are ready to define
∫∫

D f d A, where D is an elementary region and
f is continuous on D. We construct a new function f ext, the extension of f , by

f ext(x, y) =
{

f (x, y) if (x, y) ∈ D

0 if (x, y) $∈ D
.

Note that, in general, f ext will not be continuous, but the discontinuities of f ext

will all be contained in ∂ D, which has no area. Hence, by Theorem 2.5, f ext is
integrable on any closed rectangle R that contains D. (See Figure 5.27.)

x

x

y

R

D

z = f ext(x, y)

yz

Figure 5.27 The graph of z = f ext(x, y).

Comme montré sur le dessin, nous avons les fonctions suivantes :

α(y) = −
√

1 − y2, β(y) =
√

1 − y2, γ(x) = −
√

1 − x2, δ(x) =
√

1 − x2

Ceci qui nous donne, pour la première intégrale de la Définition 2.19 :
ˆ 1

−1

(ˆ √
1−x2

−
√

1−x2
1dy

)
dx =

ˆ 1

−1
[y]

√
1−x2

−
√

1−x2dx =
ˆ 1

−1
2
√

1 − x2dx

et on a de manière similaire, en intégrant d’abord par rapport à la variable x :

ˆ 1

−1

ˆ √
1−y2

−
√

1−y2
1dx

 dy =
ˆ 1

−1
[x]

√
1−y2

−
√

1−y2
dx =

ˆ 1

−1
2
√

1 − y2dy

Ces deux intégrales sont identiques car la variable d’intégration n’a pas d’importance. Pour
calculer l’intégrale on doit passer en coordonnées polaires. On le fera plus tard lorsqu’on saura
changer de variables.
Exemple 2.26. Pour un calcul de volume, voir aussi pages 256-258 du Liret-Martinais.

Remarque 2.27. Changer l’ordre d’intégration sur un do-
maine élémentaire D qui est à la fois de type 1 et de type
2 peut rendre possible un calcul d’intégrable auparavant
impossible. Prenons par exemple le domaine D défini de
façon équivalente par les deux définitions suivantes :

D =
{
(x, y)

∣∣ 0 ≤ x ≤ 4 , 0 ≤ y ≤
√
x
}

D =
{

(x, y)
∣∣ y2 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 2

}
Si on note f : D ! R, (x, y) 7! ycos

(
x2), il est im-

possible de calculer l’intégrale
´ 2

0

(´ 4
y2 f(x, y)dx

)
dy mais

on peut facilement calculer
´ 4

0

(´ √
x

0 f(x, y)dy
)
dx (voir

Example 2 de la section 5.3 de Susan Jane Colley).
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On the other hand, it is easy to integrate y cos(x2) with respect to y. This
suggests finding a way to change the order of integration. We do so in two steps:

1. Use the limits of integration in the original iterated integral to identify the
region D in R2 over which the integration takes place. (While doing this, you
should make a wish that D turns out to be a type 3 region.)

2. Assuming that the region D in Step 1 is of type 3, change the order of
integration.x

D

y

21

(4, 2)

y = 0

y = 2

x = 4
x = y2

Figure 5.50 Note that x = y2

corresponds to y =
√

x over the
region shown.

The limits of integration in the preceding example imply that D can be described as

D = {(x, y) | y2 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 2},

as suggested by Figure 5.50. Now Figure 5.50 can be used to change the order
of integration. We have

∫ 2

0

∫ 4

y2
y cos(x2) dx dy =

∫ 4

0

∫ √
x

0
y cos(x2) dy dx .

It is now possible to complete the calculation; that is,

∫ 4

0

∫ √
x

0
y cos(x2) dy dx =

∫ 4

0

(
y2

2
cos(x2)

)∣∣∣∣
y=

√
x

y=0
dx

=
∫ 4

0

x
2

cos(x2) dx

= 1
4

∫ 16

0
cos u du,

where u = x2 and du = 2x dx , so that, finally,
∫ 2

0

∫ 4

y2
y cos(x2) dx dy = 1

4 sin u
∣∣16
0 = 1

4 sin 16. !

The technique of changing the order of integration is a very powerful one, but
it is by no means a panacea for all cumbersome (or impossible) integrals. It relies
on an appropriate interaction between the integrals and the region of integration
that often fails to occur in practice.

5.3 Exercises

1. Consider the integral

∫ 2

0

∫ 2x

x2
(2x + 1) dy dx .

(a) Evaluate this integral.

(b) Sketch the region of integration.

(c) Write an equivalent iterated integral with the order
of integration reversed. Evaluate this new integral
and check that your answer agrees with part (a).

In Exercises 2–9, sketch the region of integration, reverse the
order of integration, and evaluate both iterated integrals.

2.
∫ 1

0

∫ x

0
(2 − x − y) dy dx

3.
∫ 2

0

∫ 4−2x

0
y dy dx

4.
∫ 2

0

∫ 4−y2

0
x dx dy

5.
∫ 9

0

∫ 3

√
y
(x + y) dx dy

6.
∫ 3

0

∫ ex

1
2 dy dx
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On s’intéresse maintenant aux applications inversibles T :
R2 ! R2 (pas forcément linéaire). Pour distinguer les
deux espaces, on note (u, v) les coordonnées du premier
espace et (x, y) les coordonnées du second. On peut noter
alors l’application T avec ses fonctions composantes (voir
le paragraphe avant la Proposition 1.4) :

T (u, v) = (x(u, v), y(u, v))

5.5 Change of Variables 349

(b) Set up an equivalent iterated integral by integrating
first with respect to z, then with respect to x , then
with respect to y. Do not evaluate your answer.

(c) Set up an equivalent iterated integral by integrating
first with respect to x , then with respect to z, then
with respect to y. Do not evaluate your answer.

(d) Now consider integrating first with respect to x ,
then y, then z. Set up a sum of iterated integrals
that, when evaluated, give the same result. Do not
evaluate your answer.

(e) Repeat part (d) for integration first with respect to
y, then z, then x .

5.5 Change of Variables
As some of the examples in the previous sections suggest, the evaluation of a mul-
tiple integral by means of iterated integrals can be a complicated process. Both the
integrand and the region of integration can contribute computational difficulties.
Our goal for this section is to see ways in which changes in coordinates can be
used to transform iterated integrals into ones that are relatively straightforward to
calculate. We begin by studying the coordinate transformations themselves and
how such transformations affect the relevant integrals.

Coordinate Transformations
Let T: R2 → R2 be a map of class C1 that transforms the uv-plane into the xy-
plane. We are interested particularly in how certain subsets D∗ of the uv-plane
are distorted under T into subsets D of the xy-plane. (See Figure 5.73.)

T
D*

y

u x

D = T(D*)

v

Figure 5.73 The transformation T(u, v) = (x(u, v), y(u, v))
takes the subset D∗ in the uv-plane to the subset D = {(x, y) |
(x, y) = T(u, v) for some (u, v) ∈ D∗} of the xy-plane.

EXAMPLE 1 Let T(u, v) = (u + 1, v + 2); that is, let x = u + 1, y = v + 2.
This transformation translates the origin in the uv-plane to the point (1, 2) in the
xy-plane and shifts all other points accordingly. The unit square D∗ = [0, 1] ×
[0, 1], for example, is shifted one unit to the right and two units up but is otherwise
unchanged, as shown in Figure 5.74. Thus, the image of D∗ is D = [1, 2] × [2, 3].

!

EXAMPLE 2 Let S(u, v) = (2u, 3v). The origin is left fixed, but S stretches all
other points by a factor of two in the horizontal direction and by a factor of three
in the vertical direction. (See Figure 5.75.) !

EXAMPLE 3 Composing the transformations in Examples 1 and 2, we obtain

(T ◦ S)(u, v) = T(2u, 3v) = (2u + 1, 3v + 2).

Such a transformation must both stretch and translate as shown in Figure 5.76. !

On cherche à étudier comment l’aire d’un domaine change sous la transformation de l’espace
induite par un isomorphisme T : R2 ! R2. On va d’abord étudier le cas d’une application
linéaire. Une application est linéaire lorsqu’elle peut être représentée par une matrice 2 × 2.
Dans ce cas, l’application est inversible si et seulement si le déterminant de la matrice est non
nul. Une rotation, une homothétie ou une symétrie par rapport à un axe sont des applications
linéaires inversibles. Une translation n’est pas une application linéaire mais elle est inversible.350 Chapter 5 Multiple Integration

1 2 3

D*
11

1

2

3

y

xu

D = T(D*)

T

v

Figure 5.74 The image of D∗ = [0, 1] × [0, 1] is
D = [1, 2] × [2, 3] under the translation
T(u, v) = (u + 1, v + 2) of Example 1.

D* = [0, 1] × [0, 1] D = S(D*) = [0, 2] × [0, 3]

S

y

xu

v

Figure 5.75 The transformation S of Example 2 is a scaling
by a factor of 2 in the horizontal direction and 3 in the vertical
direction.

T S

4

5

1 2 3

D*
11

1

2

3

y

xu

v

D = [1, 3] × [2, 5]

Figure 5.76 Composition of the transformations of
Examples 1 and 2.

EXAMPLE 4 Let T(u, v) = (u + v, u − v). Because each of the component
functions of T involves both variables u and v, it is less obvious how the unit
square D∗ = [0, 1] × [0, 1] transforms. We can begin to get some idea of the
geometry by seeing how T maps the edges of D∗:

Bottom edge: (u, 0), 0 ≤ u ≤ 1; T(u, 0) = (u, u);
Top edge: (u, 1), 0 ≤ u ≤ 1; T(u, 1) = (u + 1, u − 1);
Left edge: (0, v), 0 ≤ v ≤ 1; T(0, v) = (v, −v);

Right edge: (1, v), 0 ≤ v ≤ 1; T(1, v) = (v + 1, 1 − v).

By sketching the images of the edges, it is now plausible that the image of D∗

under T is as shown in Figure 5.77. !

xu

T

y

D* D(3)

(1)

(1) (2)

(4) (3)

(2)

1 1

11

2

(4)

v

Figure 5.77 The transformation T of Example 4.

Soit U : R2 ! R2 une application linéaire, représentée par une matrice U =
(

a b
c d

)
. La

transformation linéaire envoie
— le point (1, 0) (ou vecteur i⃗ = ( 1

0 )) sur le point (a, c) (ou vecteur a⃗ = ( a
c )),

— le point (0, 1) (ou vecteur j⃗ = ( 0
1 )) sur le point (b, d) (ou vecteur b⃗ =

(
b
d

)
).

Ainsi, le carré [0, 1] × [0, 1] dont les bords sont donnés par
i⃗ et j⃗ est envoyé sur un parallélogramme dont les bords
sont donnés par a⃗ et b⃗. L’aire d’un parallélogramme est
donnée par le produit d’un côté par la hauteur, et est
donnée par le produit vectoriel entre a⃗ et b⃗ :

Aire = ∥a⃗∥
∥∥∥⃗b∥∥∥ ∣∣∣sin (θ(a⃗, b⃗))∣∣∣

où θ
(
a⃗, b⃗
)

est l’angle entre les deux vecteurs.
Cette aire peut aussi se calculer avec le déterminant de la matrice U :

Aire =
∣∣∣∣∣det

(
a b
c d

)∣∣∣∣∣ = |ad− bc|

Un rectangle d’une aire A donnée devient sous l’action de la transformation U un parallélo-
gramme d’aire |det(U)| × A. Maintenant, comme expliqué dans le Corollaire 2.23, l’aire d’un
domaine est habituellement calculée par l’intégrale sur ce domaine de la fonction constante égale
à 1. L’intégrale est une somme infinie de rectangles infinitésimaux, et chaque petit rectangle a
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sont aire modifiée par |det(U)|. Ainsi, si on part d’un domaine D∗ dans l’espace R2 de coor-
données (u, v) et qu’on note D = U

(
D∗) le domaine image dans R2 de coordonnées (x, y), alors

l’aire de D est donnée par :

Aire du domaine D =
¨

D
dxdy =

¨
D∗

|det(U)|dudv = |det(U)|
¨

D∗
dudv (2.1)

Symboliquement, on a que l’aire du rectangle infinitésimal à l’arrivée – notée dxdy – est égale
à l’aire du rectangle infinitésimal au départ – notée dudv – multipliée par la valeur absolue du
déterminant de U , c’est à dire :

dxdy ≃ |det(U)|dudv (2.2)
Dans notre exemple ici, la transformation U est une application linéaire donc son déterminant
est constant et peut sortir de l’intégrale dans l’Equation (2.1) donc on a :

Aire du domaine D = |det(U)| × Aire du domaine D∗

Cependant dans le cas d’une transformation plus générale T : R2 ! R2 qui n’est pas forcé-
ment linéaire, la transformation (2.2) dépendra du point (u, v). On cherche une formule similaire
à cette équation, qui implique T d’une façon ou d’une autre. En effet, un rectangle infinitésimal
d’aire dudv est envoyé par la transformation T sur un parallélogramme infinitésimal. Pour cal-
culer, son aire, il faut voir que la transformation entre un rectangle infinitésimal et son image est
une transformation locale. Cela veut dire que ce n’est pas la fonction T qui va apparaitre mais
bien sa différentielle. Et nous pouvons le justifier par notre connaissance du cas des fonctions à
une variable où la dérivée est le facteur multiplicateur des intervalle infinitésimaux.

En effet, rappelons comment cela fonctionne en dimension 1. Soit A < B deux réels et
soit g : [A,B] ! R une fonction à une variable, continue donc intégrable sur le segment [a, b].
Maintenant supposons que nous avons une fonction bijective S : [A,B] ! [a, b] de classe C1, à
valeurs dans un segment [a, b]. Supposons d’abord que A < B et S(A) = a < b = S(B), dans ce
cas on a que S est strictement croissante, et donc que S′ > 0. On peut alors faire un changement
de variable dans l’intégrale, en notant x la coordonnée sur [a, b] et u la coordonnée sur [A,B] :

ˆ b

a
g(x)dx =

ˆ b

a
g
(
S(u)

)
d
(
S(u)

)
=
ˆ B

A
g
(
S(u)

)
S′(u)du

Notons que si S(B) = a < b = S(A) c’est à dire si la bijection S est décroissante et que S′ < 0,
alors nous avons :ˆ b

a
g(x)dx =

ˆ b

a
g
(
S(u)

)
d
(
S(u)

)
=
ˆ A

B
g
(
S(u)

)
S′(u)du =

ˆ B

A
g
(
S(u)

)
|S′(u)|du

Si on synthétise les deux cas, on trouve donc la formule,
valide dans tous les cas :

ˆ b

a
g(x)dx =

ˆ B

A
g
(
S(u)

)
|S′(u)|du (2.3)

Nous voyons que la valeur absolue de la dérivée de S mul-
tiplie l’élément de longueur infinitésimal dans l’intégrale
de droite, de façon à ce qu’on a dx ≃ |S′(u)|du. Pour une
intégrale double, le raisonnement est le même, c’est la dif-
férentielle de la bijection T : D∗ ! D qui joue ce rôle. Or
la différentielle est une application linéaire, donc comme
vu précédemment, le coefficient qui multiplie les aires est∣∣det(dT(u,v))

∣∣.
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x′(u) ∆u ≈ ∆x

u

x

u

∆x

u + ∆u

x = x(u)

∆u

Figure 5.84 As !u = du → 0,
!x → dx = x ′(u) !u. Thus, the factor
x ′(u) measures how length in the u-direction
relates to length in the x-direction.

Note that it is possible to have a > b in (3) above. (This happens if x(u) is
decreasing.) Although the u-integral in equation (3) may at first appear to be more
complicated than the x-integral, Example 8 shows that in fact just the opposite
can be true.

Beyond the algebraic formalism of one-variable substitution in equation (3),
it is worth noting that the term x ′(u) represents the “infinitesimal length distortion
factor” involved in the changing from measurement in u to measurement in x .
(See Figure 5.84.) We next attempt to understand how these ideas may be adapted
to the case of multiple integrals.

The Change of Variables Theorem for Double Integrals
Suppose we have a differentiable coordinate transformation from the uv-plane to
the xy-plane. That is,

T: R2 → R2, T(u, v) = (x(u, v), y(u, v)).

DEFINITION 5.2 The Jacobian of the transformation T, denoted

∂(x, y)
∂(u, v)

,

is the determinant of the derivative matrix DT(u, v). That is,

∂(x, y)
∂(u, v)

= det DT(u, v) = det





∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v




= ∂x

∂u
∂y
∂v

− ∂x
∂v

∂y
∂u

.

The notation ∂(x, y)/∂(u, v) for the Jacobian is a historical convenience. The
Jacobian is not a partial derivative, but rather the determinant of the matrix of
partial derivatives. It plays the role of an “infinitesimal area distortion factor”
when changing variables in double integrals, as in the following key result:
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Théorème 2.28. Changement de variables pour intégrales doubles. Soit D et D∗ deux
domaines élémentairs du plan. Soit T : R2 ! R2 une application de classe C1 qui envoie D∗

sur D de façon bijective. Alors pour toute fonction f : D ! R continue sur D, nous avons le
changement de variables suivant sous l’intégrale double :¨

D
f(x, y)dxdy =

¨
D∗

f(T (u, v))
∣∣∣det

(
J(u,v)(T )

)∣∣∣ dudv
Démonstration. A proof can be found in pages 362-364 in the book by Susan Jane Colley.
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This iterated integral is extremely difficult to evaluate. However, D corresponds
to the polar region

D∗ = {(r, θ ) | 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ π/2}.

Therefore, using Theorem 5.3, we have
∫ ∫

D

√
x2 + y2 + 1 dx dy =

∫ ∫

D∗

√
r2 cos2 θ + r2 sin2 θ + 1 · r dr dθ

=
∫ π/2

0

∫ 2

0

√
r2 + 1 r dr dθ

=
∫ π/2

0

1
3 (r2 + 1)3/2

∣∣2
r=0 dθ

=
∫ π/2

0

1
3 (53/2 − 1) dθ

= π

6
(53/2 − 1). !

Sketch of a proof of Theorem 5.3 Let (u0, v0) be any point in D∗ and let
#u = u − u0, #v = v − v0. The coordinate transformation T maps the rectangle
R∗ inside D∗ (shown in Figure 5.92) onto the region R inside D in the xy-plane.
(In general, R will not be a rectangle.) Since T is of class C1, the differentiability
of T (see Definition 3.8 of Chapter 2) implies that the linear approximation

h(u, v) = T(u0, v0) + DT(u0, v0)
[

u − u0
v − v0

]

= T(u0, v0) + DT(u0, v0)
[

#u
#v

]

u x

D* D

R*

y

T

R = T(R*)

∆u
0[   ]

T

v
0

∆  [   ]
(u0,   0)v (u0,   0)v

v

Figure 5.92 T takes a rectangle R∗ inside D∗ to a region R inside D.

is a good approximation to T near the point (u0, v0). In particular, h takes the rect-
angle R∗ onto some parallelogram P that approximates R as shown in Figure 5.93.
We compare the area of R∗ to that of P .

From Figure 5.93, we see that the rectangle R∗ is spanned by

a =
[

#u
0

]
and b =

[
0

#v

]
,
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u x

R*

y

T             =
    h 

DT            b  
R = T(R*)

P = h(R*) ∆u

b =

a =

T

DT            a
∆u
0[   ]

v
0

∆  [   ]
(u0,   0)v

v∆  (u0,   0)v

(u0,   0)v
(u0,   0)v (u0,   0)v

v

Figure 5.93 The linear approximation h takes the rectangle R∗ onto a parallelogram P
that approximates R = T(R∗).

and the parallelogram P is spanned by the vectors c = DT(u0, v0)a and d =
DT(u0, v0)b. Hence,

Area of R∗ = ‖a × b‖ = !u !v,

and thus, by Proposition 5.1,

Area of P = ‖c × d‖ = | det DT(u0, v0)|!u !v =
∣∣∣∣
∂(x, y)
∂(u, v)

(u0, v0)

∣∣∣∣!u !v.

This result gives us some idea how the Jacobian factor arises.
To complete the sketch of the proof, we need a partitioning argument. Partition

D∗ by subrectangles R∗
i j . Then we obtain a corresponding partition of D into (not

necessarily rectangular) subregions Ri j = T(R∗
i j ). Let!Ai j denote the area of Ri j .

Let ci j denote the lower left corner of R∗
i j and let di j = T(ci j ). (See Figure 5.94.)

Then, since f is integrable on D,
∫ ∫

D
f (x, y) dx dy = lim

all Ri j →0

∑

i, j

f (di j )!Ai j .

From the remarks in the preceding paragraph, we know that

!Ai j ≈ area of parallelogram h(R∗
i j ) =

∣∣∣∣
∂(x, y)
∂(u, v)

(ci j )

∣∣∣∣ !ui !v j .

u x

D* D

y

cij

R*
ij dij

Rij

T

v

Figure 5.94 A partition of D∗ gives rise to a partition of D.

Exemple 2.29. Un exemple important est le passage aux coordonnées polaires. Le rectangle
D∗ = [0, R] × [0, 2π[ dans le plan R2 de coordonnées (r, θ) est envoyé sur le cercle D, de centre
(0, 0) et de rayon R, dans le plan R2 avec coordonnées (x, y) avec la transformation bijective et
de classe C∞ suivante :

T : D∗ −−−−−−! D

(r, θ) 7−−−−−−!
(
rcos(θ), rsin(θ)

)
L’intégrale d’une fonction f définie sur le cercle de rayon R revient à intégrer sur le rectangle :¨

D
f(x, y)dxdy =

¨
D∗

f
(
rcos(θ), rsin(θ))

∣∣∣det
(
J(r,θ)(T )

)∣∣∣ drdθ
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A result analogous to Proposition 5.1 allows us to conclude that T is one-one
and onto, and T maps parallelepipeds to parallelepipeds. In particular, the unit
cube

D∗ = [0, 1] × [0, 1] × [0, 1]

is mapped onto some parallelepiped D = T(D∗) and, moreover, the volume of D
must be

| det A| · volume of D∗ = 18 · 1 = 18.

To determine D, we need only determine the images of the vertices of the cube:

T (0, 0, 0) = (0, 0, 0); T (1, 0, 0) = (2, 2, 0); T (0, 1, 0) = (0, 3, 0);

T (0, 0, 1) = (0, 1, 3); T (1, 1, 0) = (2, 5, 0); T (1, 0, 1) = (2, 3, 3);

T (0, 1, 1) = (0, 4, 3); T (1, 1, 1) = (2, 6, 3).

Both D∗ and its image D are shown in Figure 5.80. !

u x

z

D

D*

y

T

v

w

Figure 5.80 The cube D∗ and its image D under the
linear transformation of Example 6.

EXAMPLE 7 Of course, not all transformations are linear ones. Consider

(x, y) = T(r, θ ) = (r cos θ, r sin θ ).

Note that T is not one-one since T(0, 0) = (0, 0) = T(0, π ). (Indeed T(0, θ ) =
(0, 0) for all real numbers θ .) Note that vertical lines in the rθ -plane given by
r = a, where a is constant, are mapped to the points (x, y) = (a cos θ, a sin θ )
on a circle of radius a. Horizontal rays {(r, θ ) | θ = α, r ≥ 0} are mapped to
rays emanating from the origin. (See Figure 5.81.) It follows that the rectangle
D∗ = [ 1

2 , 1] × [0, π ] in the rθ -plane is mapped not to a parallelogram, but bent

Image of
r = a

y

xr

Image of
0 = aθ α0 = 0θ

θ

α
r = a

T

Figure 5.81 The images of lines in the rθ -plane under the
transformation T(r, θ ) = (r cos θ, r sin θ ).
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T

y

x

x2 + y2 = a2

a r

2π

D*
D

θ

Figure 5.89 T maps the (nonclosed) rectangle D∗ to
the disk D of radius a.

(Note that r ≥ 0 on D, so |r | = r .) Thus, using Theorem 5.3, the double integral
can be evaluated by using polar coordinates as follows:

∫ ∫

D
f (x, y) dx dy =

∫ a

−a

∫ √
a2−x2

−
√

a2−x2
f (x, y) dy dx

=
∫ 2π

0

∫ a

0
f (r cos θ, r sin θ ) r dr dθ .

It is evident that the limits of integration of the rθ -integrals are substantially
simpler than those in the xy-integral. Of course, the substitution in the integrand
may result in a more complicated expression, but in many situations this will not be
the case. Polar coordinate transformations will prove to be especially convenient
when dealing with regions whose boundaries are parts of circles. !

EXAMPLE 12 To see polar coordinates “in action,” we calculate the area of a
circle, using double integrals. Once more, let D be the disk of radius a, centered
at the origin as in Figure 5.90. Then we have

Area =
∫ ∫

D
1 d A =

∫ a

−a

∫ √
a2−x2

−
√

a2−x2
dy dx =

∫ 2π

0

∫ a

0
r dr dθ,

following the discussion in Example 11. The last iterated integral is readily eval-
uated as

∫ 2π

0

∫ a

0
r dr dθ =

∫ 2π

0

(
1
2r2

∣∣a
0

)
dθ =

∫ 2π

0
1
2 a2 dθ = 1

2 a2(2π − 0) = πa2,

which indeed agrees with what we already know. If you feel so inclined,
compare this calculation with the evaluation of the iterated integral in Cartesian
coordinates. No doubt you’ll agree that the use of polar coordinates offers clear
advantages. !

x

y

a

Figure 5.90 The disk of
radius a centered at the
origin.

x

y

D

(2, 0)

(0, 2)
x2 + y2 = 4

Figure 5.91 The region
D of Example 13.

EXAMPLE 13 We evaluate the double integral
∫∫

D

√
x2 + y2 + 1 dx dy,

where D is the quarter disk shown in Figure 5.91, using polar coordinates. The
region D of integration is given in Cartesian coordinates by

D = {(x, y) | 0 ≤ y ≤
√

4 − x2, 0 ≤ x ≤ 2},

so that
∫ ∫

D

√
x2 + y2 + 1 dx dy =

∫ 2

0

∫ √
4−x2

0

√
x2 + y2 + 1 dy dx .

Pour cela il faut calculer la matrice Jacobienne de la fonction T , elle est donnée par :

J(r,θ)(T ) =
(

∂T 1

∂r
∂T 1

∂θ
∂T 2

∂r
∂T 2

∂θ

)
=
(

cos(θ) −rsin(θ)
sin(θ) rcos(θ)

)

Son déterminant est donc det
(
J(r,θ)(T )

)
= r

(
cos(θ)2 + sin(θ)2) = r. On a donc :

¨
D
f(x, y)dxdy =

¨
D∗

f
(
rcos(θ), rsin(θ))rdrdθ

En particulier, l’élément d’aire infinitésimal en coordonnées polaires est rdrdθ. En application,
calculons l’aire d’un disque de rayon R en nous appuyant sur l’Exemple 2.25 :

ˆ R

−R

ˆ √
R2−y2

−
√

R2−y2
dx

 dy =
ˆ 2π

0

(ˆ R

0
rdr

)
dθ =

ˆ 2π

0

R2

2 dθ = πR2
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Remarque 2.30. Plus généralement, pour tout domaine
D ⊂ R2 qui est borné dans un cercle de rayon R, peut
s’écrire comme l’image d’un domaine D∗ ⊂ R2 inclus dans
le rectangle [0, R] × [0, 2π[. Grâce à cela, on peut souvent
calculer une double intégrale facilement, si la fonction à
intégrer est sympathique en coordonnées polaires.
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x

y

dy
dx

Figure 5.95 The “area element”
d A in rectangular coordinates is
dx dy.

r x

D*

D

y
θ

x = r cos
y = r sin

θ
θ

Figure 5.96 The polar-rectangular transformation takes rectangles in the
rθ -plane to wedges of disks in the xy-plane.

Taking limits as all the Ri j tend to zero (i.e., as "ui and "v j approach zero), we
find that

∫ ∫

D
f (x, y) dx dy = lim

"ui ,"v j →0

∑

i, j

f
(
T(ci j )

) ∣∣∣∣
∂(x, y)
∂(u, v)

(ci j )

∣∣∣∣ "ui "v j

=
∫ ∫

D∗
f (x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣
∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣∣ du dv,

as was to be shown. !

Consider again the polar-rectangular coordinate transformation. When we use
Cartesian (rectangular) coordinates to calculate a double integral over a region
D in the plane, then we are subdividing D into “infinitesimal” rectangles having
“area” equal to dx dy. (See Figure 5.95.) On the other hand, when we use polar
coordinates to describe this same region, we are subdividing D into infinitesimal
pieces of disks instead. (See Figure 5.96.) These disk wedges arise from trans-
formed rectangles in the rθ-plane. One such infinitesimal wedge in the xy-plane
is suggested by Figure 5.97. When "θ and "r are very small, the shape is nearly
rectangular with approximate area (r"θ ) "r . Thus, in the limit, we frequently say

 r
 ∆r

θArclength = r∆

θ∆

x

y

Figure 5.97 An infinitesimal
polar wedge.

d A = dx dy (Cartesian area element)
= r dr dθ (polar area element).

Change of Variables in Triple Integrals
It is not difficult to adapt the previous reasoning to the case of triple integrals. We
omit the details, stating only the main results instead.

DEFINITION 5.4 Let T: R3 → R3 be a differentiable coordinate transfor-
mation

T(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

Exemple 2.31. Nous voulons calculer l’intégrale
´ +∞

0 e−t2
dt. Pour cela observons que :(ˆ R

0
e−t2

dt

)2

=
ˆ R

0
e−x2

dx×
ˆ R

0
e−y2

dy =
ˆ R

0

ˆ R

0
e−x2

e−y2
dxdy =

¨
[0,R]2

e−(x2+y2)dxdy

Le carré [0, R]2 est le quart supérieur droit du carré [−R,R]2, et la fonction (x, y) 7! e−(x2+y2)

est intégrable sur chaque quart et :¨
[0,R]2

e−(x2+y2)dxdy =
¨

[0,R]×[−R,0]
e−(x2+y2)dxdy

=
¨

[−R,0]×[0,R]
e−(x2+y2)dxdy =

¨
[−R,0]×[−R,0]

e−(x2+y2)dxdy

Ainsi l’intégrale sur le carré complet [−R,R]2 est 4 fois l’intégrale sur le carré [0, R]2. De plus,
le carré [−R,R]2 contient le disque de centre (0, 0) et de rayon R qu’on note CR, et est contenu
dans le disque de centre (0, 0) et de rayon

√
2R, qu’on note C√

2R. On a alors l’encadrement :¨
CR

e−(x2+y2)dxdy ≤ 4
¨

[0,R]2
e−(x2+y2)dxdy ≤

¨
C√

2R

e−(x2+y2)dxdy (2.4)

En faisant le changement de variables pour passer aux polaires, on a x2 + y2 devient r2 et
l’élément d’aire infinitésimal dxdy devient rdrdθ, ce qui donne :
¨

CR

e−(x2+y2)dxdy =
¨

[0,R]×[0,2π[
e−r2

rdrdθ =
ˆ R

0
e−r2

rdr×
ˆ 2π

0
dθ =

[
−e−r2

2

]R

0
×[θ]2π

0 = π
(
1 − e−R2)

L’encadrement (2.4) peut alors se récrire :

π
(
1 − e−R2) ≤ 4

¨
[0,R]2

e−(x2+y2)dxdy ≤ π
(
1 − e−2R2)

En faisant tendre R vers l’infini, le membre de gauche et celui de droite tendent vers π. On en
déduit par le théorème des encadrements que :ˆ +∞

0
e−t2

dt =
√
π

2

Remarque 2.32. L’intégrale de l’Exemple 2.31 définit une
fonction primitive, qui n’a pas d’expression en termes des
fonctions usuelles, et qui s’appelle la fonction d’erreur :

∀x ≥ 0 erf(x) = 2√
π

ˆ x

0
e−t2

dt

Exemple 2.33. On peut trouver plein d’exemples de chan-
gements de variables dans la Section 5.3 du livre de Susan
Jane Colley.
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2.2 Intégrales curvilignes et intégrales vectorielles

Cette section est dédiée à utiliser tout ce qu’on sait jusqu’ici pour aboutir à un théorème
important en géométrie différentielle : le Théorème de Stokes, qui relie une intégrale de surface
à une intégrale de contour, sur la frontière de cette surface. Ce théorème, et la dualité "surface
 ! frontière" a de profondes implications en physique théorique et en mathématiques. Nous
allons donc étudier le cas le plus simple : une surface dont la frontière est une courbe, le tout
dans l’espace R3. Commençons par rappeler certaines informations sur les courbes paramétrées,
avec plus de précision dans le cours MAT102.

Définition 2.34. On dit que qu’une courbe paramétrée γ : I ! R2 de classe (au moins) C1 est
régulière si

∀ t ∈ I

∥∥∥∥−!γ′ (t)
∥∥∥∥ ̸= 0

On dit qu’une courbe paramétrée γ : I ! R2 régulière est paramétrée normalement si

∀ s ∈ I

∥∥∥∥−!γ′ (s)
∥∥∥∥ = 1

Dans ce cas on appelle le paramètre s une abscisse curviligne de l’arc paramétré γ.

Exemple 2.35. Le temps propre d’une particule en relativité restreinte est une abscisse curviligne
de sa ligne d’univers.

Définition 2.36. Soit I, J deux intervalles ouverts de R. Une bijection u : I ! J est dite
C1-difféomorphisme si la fonction u est de classe C1 et sa fonction réciproque u−1 : J ! I est
aussi de classe C1.

Une fonction est une bijection si et seulement si elle est strictement monotone (croissante ou
décroissante) et dans ce cas sa fonction réciproque a le même sens de variation. Attention être
un Ck-difféomorphisme est une condition plus forte car on demande que la fonction réciproque
est aussi de classe Ck. Il existe des bijection qui ne sont pas des difféomorphismes. C’est le cas
de la fonction f : x 7! x3, qui est une bijection continue, mais ce n’est pas un difféomorphisme
car la fonction réciproque f−1 : x 7! 3

√
x n’est pas dérivable en 0. Cela vient de la formule :(

f−1
)

(x) = 1
f ′ ((f−1(x))

On voit que lorsque x tend vers 0, le membre de droite tend vers l’infini. On comprend donc
qu’un difféomorphisme est non seulement strictement monotone, mais que sa dérivée ne s’annule
jamais.

Définition 2.37. Soit γ1 : I ! R2 et γ2 : J ! R2 deux courbes paramétrées de classe C1. On
dit que γ1 est C1-équivalente à γ2 si il existe un C1-difféomorphisme u : I ! J tel que

∀ t ∈ I γ1(t) = γ2(u(t))

Dans ce cas on dit que γ2 est un paramétrage admissible ou un reparamétrage de γ1 (et inver-
sement). Si le C1-difféomorphisme u : I ! J est strictement croissant (resp. décroissante), on
dit que γ2 est positivement (resp. négativement) équivalente à γ1.

Proposition 2.38. Toute courbe paramétrée γ1 : I ! R2 régulière est positivement C1-équivalente
à une courbe γ2 : J ! R2 de classe C1 paramétrée normalement. De plus, le C1-difféomorphisme
u : I ! J satisfait :

∀ t ∈ I, u′(t) =
∥∥∥∥−!γ′

1(t)
∥∥∥∥
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Démonstration. Une abscisse curviligne est une primitive de la fonction t 7!
∥∥∥−!γ′ (t)

∥∥∥.
Définition 2.39. On dit qu’une courbe paramétrée γ : [a, b] ! R2 est de classe C1 (resp.
régulière) par morceaux si

1. il existe n ∈ N∗ et n+ 1 points du segment [a, b], tels que :

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b

2. la restriction de γ à chaque intervalle ouvert ]xk−1, xk[ est de classe C1 (resp. régulière) et
prolongeable par continuité aux extrémités gauche et droite.

Soit I un intervalle quelconque. On dit qu’une courbe paramétrée γ : I ! R2 est de classe C1

(resp. régulière) par morceaux sur I si elle est de classe C1 (resp. régulière) par morceaux sur
tout segment inclus dans I.

Remarque 2.40. En particulier, aux points xk, la courbe paramétrée γ1 est continue mais pas
forcément dérivable. Elle peut être cependant dérivable à gauche et à droite de ces points de
jonctions, mais ses dérivées à gauche et à droite ne coincident pas forcément, et ne coincident
pas forcément non plus avec le prolongement par continuité de la dérivée définie sur les segments
ouverts ]xk−1, xk[.
Exemple 2.41. Soit γ : R ! R2, t 7! (t, |t|) la courbe paramétrée associée à la fonction valeur
absolue, c’est à dire dont le support est le graphe de la valeur absolue. Si on prend I1 =] − ∞, 0]
et I2 = ]0,+∞[ alors γ est C1 par morceaux vis à vis de cette partition.

Observons qu’une courbe régulière par morceaux est nécessairement C1 par morceaux, sur
la même subdivision. Notons que l’intérêt de cette définition est que la courbe paramétrée est
définie sur un intervalle. Par exemple la parmétrisation habituelle du folium de Descartes (voir
cours MAT102) n’est pas définie sur un intervalle, bien qu’elle soit de classe C∞ sur son domaine
de définition. Dans la suite on suppose que toutes les courbes paramétrées qu’on étudie sont
définies sur un intervalle.

Définition 2.42. Soit [a, b] et [c, d] deux segments et u : [a, b] ! [c, d] un homéomorphisme
(c’est à dire une bijection continue dont la réciproque est continue). Soit γ1 : [a, b] ! R2 et
γ2 : [c, d] ! R2 deux courbes paramétrées de classe C1 par morceaux. On dit qu’elles sont C1-
équivalentes vis à vis de u : [a, b] ! [c, d] si, pour toute subdivision a = x0 < x1 < x2 < . . . <
xn−1 < xn = b de [a, b] qui satisfait la Définition 2.39 pour γ1, la restriction de u : [a, b]! [c, d]
à chaque intervalle ouvert ]xk, xk+1[ – dénotée uk – satisfait les conditions suivantes :

— c’est un C1-difféomorphisme dont la dérivée est prolongeable par continuité en xk et xk+1,
— la restriction de γ1 à ]xk−1, xk[ est C1-équivalente à la restriction de γ2 à u(]xk−1, xk[) via

la restriction uk.
Soit I et J deux intervalles quelconques et soit u : I ! J un homéomorphisme. Soit γ1 :

I ! R2 et γ2 : J ! R2 deux courbes paramétrées de classe C1 par morceaux. On dit qu’elles sont
C1-équivalentes vis à vis de u : I ! J si, pour tout segment [a, b] ⊂ I, elles sont C1-équivalentes
vis à vis de u : [a, b]! u([a, b]).

Remarque 2.43. Comme u : [a, b] ! [c, d] est un homéomorphisme, il est strictement croissant
ou décroissant.

Définition 2.44. Soit f : D ! R une fonction continue et soit γ : I ! D une courbe paramétrée
de classe C1 par morceaux. On définit l’ intégrale curviligne scalaire de f le long du chemin γ

l’intégrale sur I (si elle existe) de la fonction continue par morceaux t 7! f
(
γ(t)

)∥∥∥−!γ′ (t)
∥∥∥, et on

note : ˆ
γ
fds =

ˆ
I
f
(
γ(t)

)∥∥∥∥−!γ′ (t)
∥∥∥∥dt
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Remarque 2.45. L’intégrale existe toujours si I = [a, b] car toute fonction continue par morceaux
est intégrable sur un segment.

Si γ est paramétré normalement, i.e. si t est une abscisse curviligne – qu’on note habituel-
lement s – alors on a

∥∥∥−!γ′ (s)
∥∥∥ = 1 pour tout s, et on obtient l’intégrale

´
γ fds =

´ b
a f

(
γ(s)

)
ds

ce qui fait sens. Et si on a un arc paramétré régulier alors on sait qu’il existe un arc paramétré
normalement qui lui est C1-équivalent par un C1-difféomorphisme dont la dérivée est la vitesse
est

∥∥∥−!γ′ (t)
∥∥∥ par la Proposition 2.38. Et comme ds = d(s(t)) = s′(t)dt =

∥∥∥−!γ′ (t)
∥∥∥dt, on retrouve

la formule de la Définition 2.44.

Définition 2.46. Soit F⃗ : D ! R2 un champ de vecteurs continu, et soit γ : I ! D une courbe
paramétrée de classe C1 par morceaux. On définit l’ intégrale curviligne vectorielle de F⃗ le long
du chemin γ – ou circulation de F⃗ le long du chemin γ – l’intégrale sur I (si elle existe) de la
fonction continue par morceaux t 7!

〈
F⃗
(
γ(t)

)
,
−!
γ′ (t)

〉
, et on note :

ˆ
γ
F⃗ · ds⃗ =

ˆ
I

〈
F⃗
(
γ(t)

)
,
−!
γ′ (t)

〉
dt (2.5)

Remarque 2.47. L’intégrale existe toujours si I = [a, b] car toute fonction continue par morceaux
est intégrable sur un segment.

L’intégrale de gauche de la Définition 2.46 est une nota-
tion. Si s est une abscisse curviligne, on peut penser à la
quantité ds⃗ comme une quantité vectorielle infinitésimale,
c’est à dire comme ds T⃗ (s), où ds est une quantité infini-
tésimale scalaire (la même que dans la Définition 2.44)
et T⃗ (s) est le vecteur tangent (unitaire) à la courbe au
temps s (en supposant un paramétrage normal). Le pro-
duit F⃗ · ds⃗ est donc le produit scalaire

〈
F⃗ , T⃗ (s)

〉
ds, qui

extrait la composante du champ de vecteurs F⃗ qui est
tangent au vecteur tangent à la courbe T⃗ .
L’interprétation physique des intégrale curvilignes vecto-
rielles est de voir F⃗ comme une force et γ comme la tra-
jectoire d’une particule, soumise à cette force. L’intégrale´

γ F⃗ · ds⃗ peut être compris comme le travail effectué par
la force F⃗ sur la particule de trajectoire γ. On mesure ce
travail avec la composante du champ de vecteurs F⃗ qui
est tangent au vecteur tangent à la courbe T⃗ .

6.1 Scalar and Vector Line Integrals 413

(scalar) line integral of the tangential component of F along the path—that is,
how much of the vector field the underlying curve actually “sees.” (See Figure 6.5.)

F . T

F

x

T

T

Figure 6.5 The vector line integral∫
x F ·ds equals

∫
x(F ·T) ds, the

scalar line integral of the tangential
component of F along the path.

An important interpretation of the vector line integral occurs when x is a
closed path (i.e., when x(a) = x(b)). In this circumstance, the quantity

∫
x F · ds

is called the circulation of F along x. To understand this idea better, suppose
that F represents the velocity vector field of a fluid. Consider the amount of fluid
moved tangentially along a small segment of the path x during a brief time interval
!τ . (We use τ to denote time here so as not to conflict with the use of t for the
parameter variable of the path x.) Since F · T gives the tangential component of
F, we have that

Amount of fluid moved ≈ (F(x(t))!τ · T(t)) !s, (4)

where !s is the length of the segment of the closed path x. (See Figure 6.6.)
Formula (4) is only approximate because the segment of the path need not be

x

x(t)
T(t)

F(x(t)) ∆τ⋅T(t)

∆s

F(x(t)) ∆τ

Figure 6.6 The amount of fluid
transported tangentially along a segment
of the closed path x is approximately
(F(x(t))!τ · T(t)) !s.

completely straight (so that T(t) may not be a constant vector), and also because
the vector field F need not be constant over the segment of the path. If we divide
the term in (4) by !τ , then the average rate of transport along the segment
during the time interval !τ is (F(x(t)) · T(t)) !s. If we now partition the closed
path x into finitely many such small segments and sum the contributions of the
form (F(x(t)) · T(t)) !s for each segment, then let all the lengths !s tend to
zero, we find that the average rate of fluid moved, denoted !L/!τ , is given
approximately by

!L
!τ

≈
∫

x
(F · T) ds.

Finally, if we let !τ → 0, we may define the (instantaneous) rate of fluid moved,
d L/dτ , to be

d L
dτ

=
∫

x
(F · T) ds =

∫

x
F · ds,

which is what we have called the circulation.

Proposition 2.48. Soit F⃗ : D ! R2 un champ de vecteurs continu, et soit γ : I ! D une
courbe paramétrée de classe C1 par morceaux. En notant F 1 : D ! R et F 2 : D ! R les deux
composantes du champ de vecteurs F⃗ , on a l’égalité suivante :

ˆ
γ
F⃗ · ds⃗ =

ˆ
I

(
F 1(γ(t))x′(t) + F 2(γ(t))y′(t)

)
dt

Remarque 2.49. On note souvent la dernière intégrale
´

γ F
1(x, y)dx+F 2(x, y)dy pour souligner

que l’intégrale
´

γ F⃗ · ds⃗ peut en fait se calculer par rapport à une intégrale sur x et une sur y,
tant qu’on reste sur la courbe γ. C’est une notation qui est utile pour se rappeler de la formule
de la Proposition 2.48, notamment, en se rappelant que dx = x′(t)dt et dy = y′(t)dt.
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Démonstration. C’est une conséquence directe de l’Equation (2.5). En effet en rappelant que
γ(t) = (x(t), y(t)), on déduit que γ′(t) =

(
x′(t)
y′(t)

)
, et donc on a :

〈
F⃗
(
γ(t)

)
,
−!
γ′ (t)

〉
dt =

(
F 1(x(t), y(t))x′(t) + F 2(x(t), y(t))y′′(t)

)
dt = F 1(x, y)dx+ F 2(x, y)dy

D’où le résultat.

Exemple 2.50. Beaucoup d’exemples et d’explications plus précises et profondes dans la Section
6.1 du livre de Susan James Colley.

Il existe une autre fonction dépendant de F⃗ et de
−!
γ′ que nous pouvons créer et intégrer

le long de la courbe paramétrée γ : c’est la fonction déterminant t 7! det(F⃗ (γ(t)), γ′(t)) où
det

(
( a

c ),
(

b
d

))
= ad − bc est le déterminant de deux vecteurs, c’est à dire celui de la matrice(

a b
c d

)
. Or ce déterminant d’une matrice 2 × 2 peut être interprété comme un produit vectoriel

entre deux vecteurs bidimensionnels (les vecteurs colonnes). Rappelons que le produit vectoriel
entre deux vecteurs bimensionnels ( a

c ) et
(

b
d

)
est le scalaire (nombre réel) défini par :(

a
c

)
∧
(
b
d

)
= ad− bc = det

(
a b
c d

)
(2.6)

Attention à ne pas confondre avec le produit vectoriel tridimensionnel défini dans la Définition
1.110, qui donne un vecteur. Cela nous permet de définir une nouvelle intégrale vectorielle.

Définition 2.51. Soit F⃗ : D ! R2 un champ de vecteurs continu, et soit γ : I ! D une courbe
paramétrée de classe C1 par morceaux. On définit l’ intégrale curviligne vectorielle de F⃗ à travers
le chemin γ – ou flux de F⃗ à travers le chemin γ – l’intégrale sur I (si elle existe) de la fonction
continue par morceaux t 7! −F⃗ (γ(t)) ∧

−!
γ′ (t), et on note :

ˆ
γ
F⃗ · n⃗ ds = −

ˆ
I
F⃗ (γ(t)) ∧

−!
γ′ (t)dt

Le signe devant l’intégrale peut s’expliquer. Le déterminant entre un vecteur u⃗ et un vecteur
v⃗ revient à prendre "moins" le produit scalaire entre u⃗ et le vecteur normal à v⃗ tourné de π

2 (on
peut le vérifier avec les composantes de u⃗ et v⃗) :

u⃗ ∧ v⃗ = − ⟨u⃗, v⃗⟩

Si on note N⃗γ(t) le vecteur normal au vecteur vitesse
−!
γ′ (t), tourné de π

2 , et de norme
∥∥∥−!γ′ (t)

∥∥∥,
on a : ˆ

I
F⃗ (γ(t)) ∧

−!
γ′ (t)dt = −

ˆ
I

〈
F⃗ (γ(t)), N⃗γ(t)

〉
dt

L’intégrale de la Définition 2.51 mesure donc le flux du champ de vecteurs F⃗ à travers la
courbe paramétrée γ. Cette intégrale est donc importante. Maintenant tournons nous vers la
reparamétrisation.

Proposition 2.52. Soit D ⊂ R2 un domaine du plan. Soit γ1 : I ! D une courbe paramétrée de
classe C1 par morceaux, et soit γ2 : J ! D une courbe C1-équivalente à γ1. Pour toute fonction
continue f : D ! R, nous avons l’égalité :

ˆ
γ1

fds =
ˆ

γ2

fds
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Démonstration. On va faire la preuve dans le cas où γ est de classe C1 sur [a, b], car le cas général
se fait en reproduisant le raisonnement sur plusieurs intervalles finis. On note u : [a, b]! [c, d] le
C1-difféomorphisme tel que γ1(t) = γ2(u(t)) pour tout t ∈ [a, b]. En utilisant l’identité

−!
γ′

1(u(t)) =
u′(t) ×

−!
γ′

2(u(t) dérivée de l’égalité γ1(t) = γ2(u(t)), l’Equation (2.3) donne :
ˆ

γ2

fds =
ˆ d

c
f(γ2(T ))

∥∥∥∥−!γ′
2(T )

∥∥∥∥dT =
ˆ b

a
f(γ2(u(t)))

∥∥∥∥−!γ′
2(u(t))

∥∥∥∥|u′(t)|dt

=
ˆ b

a
f(γ1(t))

∥∥∥∥−!γ′
1(u(t))

∥∥∥∥dt =
ˆ

γ1

fds

Ceci est bien le résultat demandé.

Proposition 2.53. Soit D ⊂ R2 un domaine du plan. Soit γ1 : I ! D une courbe paramétrée
de classe C1 par morceaux, et soit γ2 : J ! D une courbe C1-équivalente à γ1. Pour tout champ
de vecteurs continu F⃗ : D ! R2, nous avons les égalités suivantes :

—
´

γ1
F⃗ · ds⃗ =

´
γ2
F⃗ · ds⃗ si γ1 et γ2 sont positivement orientés ;

—
´

γ1
F⃗ · ds⃗ = −

´
γ2
F⃗ · ds⃗ si γ1 et γ2 sont négativement orientés.

Nous avons les mêmes résultats avec l’intégrale
´

γ F⃗ · n⃗ ds de la Définition 2.51.

Démonstration. On reprend les mêmes conventions et observations que dans la preuve de la
Proposition 2.52. Le C1-difféomorphisme u : [a, b] ! [c, d] est soit (strictement) croissant, soit
décroissant. Prenons d’abord le cas croissant, donc que u(a) = c et u(b) = d et |u′(t)| = u′(t).
On obtient donc, en effectuant un changement de variable et par linéarité du produit scalaire :

ˆ
γ2

F⃗ · ds⃗ =
ˆ d

c

〈
F⃗
(
γ2(T )

)
,
−!
γ′

2(T )
〉
dT =

ˆ b

a

〈
F⃗
(
γ2(u(t))

)
,
−!
γ′

2(u(t))
〉

|u′(t)|dt

=
ˆ b

a

〈
F⃗
(
γ1(t)

)
,
−!
γ′

1(t)
〉
dt =

ˆ
γ1

F⃗ · ds⃗

Prenons ensuite le cas décroissant, donc que u(a) = d et u(b) = c et |u′(t)| = −u′(t), et on a :
ˆ

γ2

F⃗ · ds⃗ =
ˆ d

c

〈
F⃗
(
γ2(T )

)
,
−!
γ′

2(T )
〉
dT =

ˆ b

a

〈
F⃗
(
γ2(u(t))

)
,
−!
γ′

2(u(t))
〉

|u′(t)|dt

= −
ˆ b

a

〈
F⃗
(
γ2(u(t))

)
,
−!
γ′

2(u(t))
〉
u′(t)dt

= −
ˆ b

a

〈
F⃗
(
γ1(t)

)
,
−!
γ′

1(t)
〉
dt = −

ˆ
γ1

F⃗ · ds⃗

C’est bien le résultat demandé.

Maintenant observons la chose suivante : supposons que γ : I ! R2 est une courbe para-
métrée qui n’est pas injective, c’est à dire qu’il existe t1 ̸= t2 tel que γ(t1) = γ(t2). Cela se
manifeste géométriquement pas le fait que le support de γ a un point d’auto-intersection (atten-
tion la réciproque est fausse : un point d’auto-intersection du support peut exister même si la
courbe paramétrée est injective, voir 2.59). Nous souhaitons travailler sur des courbes qui n’ont
pas d’auto-intersection.

Définition 2.54. On dit qu’une courbe paramétrée γ : [a, b] ! R2 est fermée si γ(a) = γ(b).
On dit qu’une courbe paramétrée γ : [a, b] ! R2 est simple si elle est injective sur le segment
[a, b]. On dit qu’une courbe paramétrée γ : [a, b] ! R2 est simple et fermée si elle est fermée et
injective sur l’intervalle ouvert ]a, b[.
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Exemple 2.55. Prenons la courbe γ0 : [0, 4π] ! R ! R2, t 7! (cos(t), sin(t)). Son support est le
cercle de centre l’origine et de rayon 1 mais elle le parcourt deux fois donc elle n’est pas injective.
Ainsi γ0 est fermée mais pas simple. Par contre les deux courbes suivantes :

γ1 : [0, 2π]! R! R2, t 7! (cos(t), sin(t)) et γ2 : [0, 2π]! R! R2, t 7! (cos(t),−sin(t))

sont simples et fermées. L’une parcourt le cercle dans le sens trigonométrique, et l’autre dans le
sens inverse trigonométrique.

Proposition 2.56. La propriété d’être une courbe simple ou fermée est préservée par C1-
équivalence.

Définition 2.57. On appelle courbe plane tout sous-ensemble du plan R2 qui est le support
d’une courbe paramétrée. Une courbe plane est dite :

— fermée si elle est le support d’une courbe paramétrée fermée ;
— sans auto-intersection si elle ne se coupe pas 2 ;
— de Jordan si elle est fermée et sans auto-intersection ;
— lisse si elle est le support d’une courbe paramétrée de classe C1 ;
— lisse par morceaux si elle est le support d’une courbe paramétrée de classe C1 par morceaux.

Remarque 2.58. Attention à ne pas confondre courbe plane (un sous-ensemble de R2), et courbe
paramétrée (une application continue γ : I ! R2). Le support d’une courbe paramétrée est une
courbe plane, et toute courbe plane est le support d’une courbe paramétrée. Pour une courbe
plane donnée, il peut exister plusieurs courbes paramétrées dont elle est le support (dessin). Ce
sont des paramétrisations différentes de cette courbe plane.

Remarque 2.59. Le fait d’être sans auto-
intersection ne peut pas se traduire uniquement
pas l’injectivité de γ : I ! R2. Le Lemniscate
de Bernoulli est un exemple d’une courbe para-
métrée injective définie sur un intervalle ouvert,
et dont le support présente cependant un point
d’auto-intersection. Cele vient du fait que son
domaine de définition est un intervalle ouvert.
Elle est paramétrée par (avec 0 < a < 1) :

γ :
]
−π

2 ,
3π
2

[
−−−−−−! R2

t 7−−−!

(
a

cos(t)
1 + sin(t)2 , a

sin(t)cos(t)
1 + sin(t)2

)
Exemple 2.60. Notre cerveau a tendance à imaginer des courbes à l’allure très simple alors
qu’en réalité il existe des courbes planes sans auto-intersections qui ne sont pas dessinables mais
continues. C’est notamment le cas de courbes qui ne sont pas lisses par morceaux comme le
Flocon de Koch (voir Wikipedia). La longueur de cette courbe est infinie mais l’aire du domaine
borné qu’elle délimite est finie. Plus généralement, une courbe de Jordan peut être vue comme
un élastique circulaire déformé à volonté, de manière que deux points distincts ne se touchent
jamais. L’élastique est supposé être infiniment élastique. Autrement dit, il peut acquérir une
longueur infinie. Cela revient à dire que le dessinateur de l’introduction est supposé être capable
de tracer une ligne infiniment rapidement avec une précision infinie (voir la page Wikipedia du
Théorème de Jordan).

2. Nous ne pouvons pas donner de définition mathématique plus précise à notre niveau pour l’instant.
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Proposition 2.61. Une courbe de Jordan est le support d’une courbe paramétrée simple fermée.

Démonstration. Notons C la courbe plane de Jordan. Comme elle est fermée, il existe une
courbe paramétrée fermée γ : [a, b] ! R2 telle que C = Im(γ). Comme elle n’a pas de point
d’auto-intersection, l’application γ est injective (sauf aux extrémités a et b) donc simple.

Soit γ : [a, b] ! R2 une courbe paramétrée simple. La fonction vectorielle γ induit un
sens de parcours du support de γ (l’image de γ). Inversement, étant donné une courbe plane
sans auto-intersection dénotée C, on peut choisir de la parcourir dans un sens ou dans l’autre.
Une orientation de la courbe plane C est un choix de sens
de parcours de C (il n’en existe que deux car il n’y a
pas d’auto-intersections). Comme C est le support d’une
courbe paramétrée injective γ : I ! R2, l’orientation de C
peut être la même que celle induite par le paramétrage γ
– on dit que la paramétrisation est cohérente avec l’orien-
tation de C – ou celle inverse à celle induite par la pa-
ramétrisation γ, et on dit que que celle-ci est incohérente
avec l’orientation de C.

420 Chapter 6 Line Integrals

EXAMPLE 9 The ellipse x2/25 + y2/9 = 1 shown in Figure 6.10 is a simple,
closed curve that may be parametrized by either

x: [0, 2π ] → R2, x(t) = (5 cos t, 3 sin t)

or by

y: [0, π ] → R2, y(t) = (5 cos 2(π − t), 3 sin 2(π − t)),

since both paths have the ellipse as image and each map is one-one, except at the
endpoints of their respective domain intervals. Note that y is a reparametrization
of x.

x

y

(0, 3)

(5, 0)

Figure 6.10 The ellipse
x2/25 + y2/9 = 1 of Example 9
is parametrized in the counter-
clockwise sense by x(t) =
(5 cos t, 3 sin t), 0 ≤ t ≤ 2π , and
in the clockwise sense by y(t) =
(5 cos 2(π − t), 3 sin 2(π − t)),
0 ≤ t ≤ π .

However, the path

z: [0, 6π ] → R2, z(t) = (5 cos t, 3 sin t)

is not a parametrization of the ellipse, since it traces the ellipse three times as t
increases from 0 to 6π . That is, z is not one-one on (0, 6π ). !

or or
P

Q

P

Q

Figure 6.11 The possible
orientations for a nonclosed and
a closed, simple curve.

Simple curves, whether closed or not, always have two orientations that cor-
respond to the two possible directions of travel along any parametrizing path. (See
Figure 6.11.) We say that a simple curve C is oriented if a choice of orientation
is made.

The reason for the preceding terminology is that if C is a (piecewise C1)
simple curve, we may unambiguously define the scalar line integral of a continuous
function f over C by

∫

C
f ds =

∫

x
f ds,

where x is any parametrization of C . Theorem 1.4 guarantees that the choice of
how to parametrize C will not matter.

On the other hand, we can define the vector line integral only for oriented
simple curves. If an orientation for C is chosen and x: [a, b] → Rn is a parame-
trization of C that is consistent with this orientation, then we define the vector
line integral of a continuous vector field F over C by

∫

C
F · ds =

∫

x
F · ds.

Theorem 1.5 shows that this definition is independent of the choice of para-
metrization of C , as long as it is made consistently with the given orienta-
tion. Indeed, if C− denotes the same curve as C , only oriented in the opposite
way, then C− is parametrized by xopp (where x parametrizes C) and we have,
by Theorem 1.5,

∫

C−
F · ds =

∫

xopp

F · ds = −
∫

x
F · ds

= −
∫

C
F · ds.

EXAMPLE 10 Let C be the upper semicircle of radius 2, centered at (0, 0)
and oriented counterclockwise from (2, 0) to (−2, 0). Then we may calculate∫

C (x2 − y2 + 1) ds by choosing any parametrization for C . For instance, we may
parametrize C by

x(t) = (2 cos t, 2 sin t), 0 ≤ t ≤ π

Exemple 2.62. Soit C le cercle de centre (0, 0) et de rayon 1. On prend comme orientation le
sens de parcours trigonométrique. Reprenons les courbes paramétrées γ1 et γ2 de l’Exemple
2.55. La paramétrisation γ1 est cohérente avec l’orientation de C, et la paramétrisation γ2 est
incohérente.
Remarque 2.63. Par définition, remarquons qu’une courbe orientée est nécessairement sans auto-
intersections, car de telles auto-intersections posent problème pour choisir l’orientation. Par la
suite, si on parle de courbe plane orientée, on pourra omettre de dire qu’elles sont sans auto-
intersection (c’est sous-entendu, comme dans la proposition suivante et après).
Définition 2.64. Soit C une courbe plane orientée lisse par morceaux et soit f : R2 ! R une
fonction continue. On définit l’intégrale de f sur C parˆ

C
fds =

ˆ
γ
fds
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où γ : I ! R2 est n’importe quelle paramétrisation (injective) de classe C1 par morceaux de la
courbe plane C, i.e. telle que C = Im(γ).

Soit F⃗ : R2 ! R2 un champ de vecteurs continu. On définit l’intégrale de F⃗ le long de C
par : ˆ

C
F⃗ · ds⃗ =

ˆ
γ
F⃗ · ds⃗

et l’intégrale de F⃗ à travers C par :
ˆ

C
F⃗ · n⃗ds =

ˆ
γ
F⃗ · n⃗ds

où γ : I ! R2 est n’importe quelle paramétrisation (injective) de classe C1 par morceaux de la
courbe plane C, i.e. telle que C = Im(γ), qui est cohérente avec l’orientation de C.

Si la courbe plane orientée lisse par morceaux C est fermée, i.e. si C est une courbe de
Jordan, on note

¸
C le signe intégral pour marquer le fait qu’on intègre sur une courbe fermée.

Remarque 2.65. Dans le premier cas, on peut prendre n’importe quelle paramétrisation de C car
l’invariance de l’intégrale curviligne scalaire par C1-équivalence est garantie par la Proposition
2.52. Dans le second cas, l’intégrale curviligne vectorielle change de signe si on a deux choix de
courbes paramétrées négativement C1-équivalentes, comme montré dans la Proposition 2.53.
Exemple 2.66. Pour la courbe C, prenons le cercle de rayon 1 orienté dans le centre trigono-
métrique et les courbes paramétrées γ1 et γ2 de l’Exemple 2.55. Rappelons la discussion sur
leur orientation de l’Exemple 2.62. Prenons la fonction vectorielle définie par F⃗ (x, y) = x⃗i+ yj⃗.
C’est un champ de vecteur radial (comme les rayons du soleil). Le champ de vecteur est donc
orthogonal au cercle C. Nous avons deux intégrales à vérifier. D’abord, l’intégrale le long de C,
dont le résultat ne change pas selon qu’on prenne γ1 ou γ2 :

ˆ
C
F⃗ · ds⃗ =

ˆ
γi

F⃗ · ds⃗ =
ˆ 2π

0

〈
F⃗
(
γi(t)

)
,
−!
γ′

2(t)
〉
dt = 0

car on a
〈
F⃗
(
γi(t)

)
,
−!
γ′

2(t)
〉

= 0 pour tout t ∈ [0, 2π] par orthogonalité.

D’autre part, pour l’intégrale à travers C, nous remarquons d’abord que pour γ1 qui parcourt
le cercle dans le sens trigonométrique, le vecteur normal à la courbe N⃗1(t) est tourné de π

2 par
rapport au vecteur vitesse

−!
γ′

1(t) et pointe vers l’intérieur du cercle. Tandis que pour γ2, qui
parcourt le cercle dans le sens horaire, le vecteur normal à la courbe N⃗2(t) est tourné de π

2 par
rapport au vecteur vitesse

−!
γ′

2(t) et pointe donc vers l’extérieur du cercle. Plus précisément on a
donc N⃗2(t) = −N⃗1(2π − t), ainsi que γ2(t) = γ1(2π − t). Calculons l’intégrale de F⃗ à travers C
pour la paramétrisation γ1 qui est cohérente avec l’orientation de C :

ˆ
C
F⃗ · n⃗ ds =

ˆ
γ1

F⃗ · n⃗ ds = −
ˆ 2π

0
F⃗ (γ1(t)) ∧

−!
γ′

1(t)dt =
ˆ 2π

0

〈
F⃗ (γ1(t)) · N⃗1(t)

〉
dt

La norme du vecteur N⃗1(t) est celle du vecteur vitesse de γ1 donc 1. La norme du champ de
vecteurs F⃗ est

√
x2 + y2 donc sur le cercle C, sa norme est 1. Le vecteur F⃗ (γ1(t)) est radial

pointant vers l’extérieur, donc de sens opposé au vecteur N⃗1(t), on a donc
´

C F⃗ · n⃗ds = −1.
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Calculons l’intégrale de F⃗ à travers γ2 qui est incohérente avec l’orientation de C :
ˆ

γ2

F⃗ · n⃗ ds = −
ˆ 2π

0
F⃗ (γ2(t)) ∧

−!
γ′

2(t)dt =
ˆ 2π

0

〈
F⃗ (γ2(t)) · N⃗2(t)

〉
dt

=
ˆ 0

2π

〈
F⃗ (γ2(2π − u)) · N⃗2(2π − u)

〉
d(2π − u)

= −
ˆ 2π

0

〈
F⃗ (γ1(u)) · (−N⃗1(u))

〉
(−du)

= −
ˆ

C
F⃗ · n⃗ ds

On voit bien que le choix d’une paramétrisation incohérente avec l’orientation de C amène un
signe − devant l’intégrale. On retrouve le résultat de la Proposition 2.53.

Remarque 2.67. Le flocon de Koch est une courbe de Jordan, mais il
n’existe pas de courbe paramétrée C1 par morceaux dont elle est le
support car c’est une courbe fractale. On ne peut donc pas intégrer
une fonction sur le flocon de Koch.

Theorème de Jordan. Le complémentaire d’une courbe de Jordan C
dans R2 est formé d’exactement deux composantes connexes distinctes,
l’une bornée – appelée domaine de Jordan – et l’autre non. Toutes deux
ont pour frontière la courbe de Jordan C.
Si C est une courbe de Jordan, elle délimite un domaine
du plan borné, dénoté D, dont elle est la frontière : c’est le
domaine de Jordan associé à C. Faisons un choix d’orien-
tation de C. On dit que la courbe C est positivement
orientée si le domaine D dont C est la frontière se lo-
calise à la gauche lorsqu’on parcourt C selon l’orientation
choisie. On dit qu’elle est négativement orientée sinon. In-
versement, soit D un domaine connexe du plan, dont on
suppose que la frontière est constituée d’une ou de plu-
sieurs courbes de Jordan disjointes. Dans ce dernier cas
le domaine a des "trous". L’orientation des courbes fron-
tières se fait selon la même règle que précédemment : elles
sont positivement orientées si D se trouve à la gauche en
parcourant les courbes frontières.

6.2 Green’s Theorem 429

6.2 Green’s Theorem
Green’s theorem relates the vector line integral around a closed curve C in R2

to an appropriate double integral over the plane region D bounded by C . The
fact that there is such an elegant connection between one- and two-dimensional
integrals is at once surprising, satisfying, and powerful. Green’s theorem, stated
generally, is as follows:

THEOREM 2.1 (GREEN’S THEOREM) Let D be a closed, bounded region in R2

whose boundary C = ∂ D consists of finitely many simple, closed, piecewise C1

curves. Orient the curves of C so that D is on the left as one traverses C . (See
Figure 6.18.) Let F(x, y) = M(x, y) i + N (x, y) j be a vector field of class C1

throughout D. Then

∮

C
Mdx + Ndy =

∫ ∫

D

(
∂ N
∂x

− ∂ M
∂y

)
dx dy.

(The symbol
∮

C indicates that the line integral is taken over one or more closed
curves.)

D

C =   D

Figure 6.18 The shaded region D
has a boundary consisting of two
simple, closed curves, each of class
C1, whose union we call C .

EXAMPLE 1 Let F = xy i + y2 j and let D be the first quadrant region bounded
by the line y = x and the parabola y = x2. We verify Green’s theorem in this case.

x

y (1, 1)

C1
y = x2

C2
y = x D

Figure 6.19 The region
D of Example 1.

The region D and its boundary are shown in Figure 6.19. ∂ D is oriented
counterclockwise, the orientation stipulated by the statement of Green’s theorem.
To calculate

∮

∂ D
F · ds =

∮

∂ D
xy dx + y2dy,

we need to parametrize the two C1 pieces of ∂ D separately:

C1 :

{
x = t

y = t2 0 ≤ t ≤ 1 and C2 :

{
x = 1 − t

y = 1 − t
0 ≤ t ≤ 1.

(Note the orientations of C1 and C2.) Hence,

∮

∂ D
xy dx + y2dy =

∫

C1

xy dx + y2dy +
∫

C2

xy dx + y2dy

=
∫ 1

0

(
t · t2 + t4 · 2t

)
dt +

∫ 1

0
((1 − t)2 + (1 − t)2)(−dt)

=
∫ 1

0
(t3 + 2t5) dt +

∫ 1

0
2(1 − t)2(−dt)

=
( 1

4 t4 + 2
6 t6

)∣∣1
0 +

( 2
3 (1 − t)3

)∣∣1
0

= 1
4 + 2

6 − 2
3 = − 1

12 .

Remarque 2.68. Si la frontière ∂D est faite de plusieurs courbes de Jordan disjointes C1, . . . , Cn

alors l’intégrale
¸

∂D est la somme des intégrales
¸

C1
+ . . .+

¸
Cn

.

Theorème de Green. Soit D un domaine borné du plan dont la frontière forme une ou plu-
sieurs courbes de Jordan lisses par morceaux positivement orientées. Soit F⃗ : R2 ! R2 un champ
de vecteurs de classe C1, de composantes F 1 : R2 ! R et F 2 : R2 ! R, respectivement. Alors
nous avons (sous réserve que les intégrales existent) :

˛
∂D

F⃗ · ds⃗ =
¨

D

(
∂F 2

∂x
− ∂F 1

∂y

)
dA (2.7)

Démonstration. Voir pages 433-436 du livre de Susan Jane Colley, avec une note historique à la
fin.
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On peut utiliser le Théorème de Green pour calculer des aires de domaines. Supposons que
∂F 2

∂x − ∂F 1

∂y = 1, dans ce cas le membre de droite de l’Equation (2.7) mesure l’aire du domaine D.
On peut la calculer à partir du membre de gauche si on trouve un champ de vecteurs continu F⃗
tel que ∂F 2

∂x − ∂F 1

∂y = 1. Soit u ∈ [0, 1], et posons F 1(x, y) = −uy, F 2(x, y) = (1 − u)x satisfait
la condition. Autrement dit, pour tout u ∈ [0, 1] on a (on rappelle la Proposition 2.48 et la
Remarque 2.49 pour les notations) :

Aire de D =
¨

D
dxdy =

˛
∂D

(−uy)dx+ (1 − u)xdy =
˛

∂D
xdy − u

˛
∂D

xdy + ydx

Exemple 2.69. Par exemple prenons la courbe paramétrée qui engendre une ellipse γ : [0, 2π]!
R2, t 7!

(
acos(t), bsin(t)

)
, où a, b > 0. On note D le domaine qu’elle contient et alors ∂D = Im(γ)

est l’ellipse qui l’entoure et elle est positivement orientée. On prend le paramètre u = 1
2 , ce qui

donne F 1(x, y) = −y
2 et F 2(x, y) = x

2 et donc :

aire de l’ellipse = 1
2

˛
∂D

xdy − ydx

= 1
2

˛
∂D

acos(t)d(bsin(t)) − bsin(t)d(acos(t))

= ab

2

ˆ 2π

0

(
cos(t)2 + sin(t)2

)
dt = abπ

C’est une manière élégante de calculer l’aire d’une ellipse de paramètres. On note que un cercle
de rayon a est une ellipse pour laquelle b = a, et la formule abπ devient l’aire du cercle a2π.
Notons que rigoureusement on a (voir la Définition 2.64 et 2.46) :

Aire de D =
˛

∂D
F⃗ · ds⃗ =

ˆ 2π

0

〈
F⃗
(
γ(t)

)
,
−!
γ′ (t)

〉
dt =

ˆ 2π

0

〈
1
2

(
−y(t)
x(t)

)
,
(

x′(t)
y′(t)

)〉
dt

Avec cela on obtient le même résultat.

Dans la suite nous allons étendre toutes nos connaissances des courbes paramétrées aux
surfaces paramétrées. Rappelons que nous pouvons voir le graphe d’une fonction réelle continue
à une variable f : I ! R comme le support (l’image) d’une courbe paramétrée γf : I ! R2, t 7!
(t, f(t)). Les graphes des fonctions réelles représentent donc des cas particuliers du support de
courbes paramétrées. Et il existe des courbes paramétrées dont le support n’est pas le graphe
d’une fonction réelle, comme par exemple γ : R ! R, t 7! (0, t), qui est l’axe vertical des
ordonnées. Nous allons suivre la même approche avec les fonctions continues à deux variables :
leur graphe (dans R3) sont le support d’un certain type de fonctions à valeurs dans R3 qu’on
appelle surfaces paramétrées. Bien sûr il existe des surfaces paramétrées dont le support n’est
pas le graphe d’une fonction à deux variables. Le tableau suivant permet de suivre l’analogie :
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Application γ : I ! R2 X : D ! R3

Domaine de définition intervalle ou segment de R domaine ouvert ou compact de R2

Support courbe dans R2 surface dans R3

Cas particulier graphe de fonctions réelles
si g : I ! R, γg(t) = (t, g(t))

graphe de fonctions à deux variables
si f : D ! R, Xf (s, t) = (s, t, f(s, t))

Dérivabilité
droite tangente dirigée

par
−!
γ′ (t0) au point γ(t0)

plan tangent engendré par ∂X
∂s (s0, t0)

et ∂X
∂t (s0, t0) au point X(s0, t0)

Intégrabilité scalaire
´

γ fds =
´

I f(γ(t))
∥∥∥−!γ′ (t)

∥∥∥dt
avec f : R2 ! R

˜
D f(X(s, t))

∥∥∥∂X
∂s (s, t) ∧ ∂X

∂t (s, t)
∥∥∥dsdt

avec f : R3 ! R

Intégrabilité vectorielle
´

γ F⃗ · n⃗ds
avec F⃗ : R2 ! R2

˜
D

〈
F⃗ (X(s, t)), ∂X

∂s (s, t) ∧ ∂X
∂t (s, t)

〉
dsdt

avec F⃗ : R3 ! R3

Remarque 2.70. On ne peut généraliser qu’un seul type d’intégral vectoriel aux surfaces para-
métrées : celles de flux. En effet en un point d’une surface paramétrée il existe une infinité de
vecteurs tangents (donc on ne peut pas faire une intégrale de circulation) mais un seul vecteur
normal (donc on peut faire une intégrale de flux).

Définition 2.71. Soit D un domaine connexe (par arcs) de R2. On appelle surface paramétrée
toute application continue X : D ! R3 qui est injective sur l’intérieur du domaine 8D. En
particulier, la fonction X : D ! R3 a trois fonctions composantes x : D ! R, y : D ! R et
z : D ! R qui satisfont :

X(s, t) =
(
x(s, t), y(s, t), z(s, t)

)
On appelle l’image de X le support de la surface paramétrée par X, et on la dénote habituelle-
ment par S ou SX. Ce sont des sous-ensembles de R3.456 Chapter 7 Surface Integrals and Vector Analysis

t

s

D
X(D) = S

y

x

z

X

Figure 7.1 A parametrized surface.

If we write the component functions of X, then, for (s, t) ∈ D,

X(s, t) = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)),

and the underlying surface S can be described by the parametric equations





x = x(s, t)
y = y(s, t)
z = z(s, t)

(s, t) ∈ D. (1)

EXAMPLE 1 Consider the parametrized surface X: R2 → R3 described by

X(s, t) = s(i − j) + t(i + 2k) + 3j.

The image of X, shown in Figure 7.2, is the plane through the point (0, 3, 0),
determined by the vectors a = i − j and b = i + 2k. (See Proposition 5.1
of §1.5.) !

t

s

x

z

(0, 3, 0)
= X(0, 0)

y

i + 2k

i − j

X

Figure 7.2 The parametrized plane of Example 1.

EXAMPLE 2 Let D = [0, 2π) × [0, π ] and consider X: D → R3 given by

X(s, t) = (a cos s sin t, a sin s sin t, a cos t).

The corresponding parametric equations are





x = a cos s sin t
y = a sin s sin t
z = a cos t

0 ≤ s < 2π, 0 ≤ t ≤ π.

The parametric equations imply that x2 + y2 + z2 = a2, meaning all the points
of S = X(D) lie on a sphere of radius a centered at the origin. The paramet-
ric equations are precisely the spherical–rectangular coordinate conversions (see
§1.7) with the ρ-coordinate held constant at a and with s and t used instead of θ
and ϕ. Hence, the image of X is indeed all of the sphere. (See Figure 7.3.) !

Remarque 2.72. On suppose que la fonction X est injective sur l’intérieur du domaine 8D, car on
veut éviter des situations de surfaces avec auto-intersections, qui sont plutôt difficiles à visualiser
et à étudier.
Exemple 2.73. Un cas particulier arrive quand on a une fonction continue à deux variables
f : D ! R. Dans ce cas on pose X(s, t) = (s, t, f(x, t)). Le support de X est le graphe de la
fonction f dans R3.
Exemple 2.74. La sphère de Riemann est un exemple non trivial de surface paramétrée qui n’est
pas le graphe d’une fonction à deux variables. Le domaine de définition est le plan D = R2 et
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on définit la surface paramétrée X : R2 ! R3 par :

∀ s, t ∈ R2 X(s, t) =
( 2s

1 + s2 + t2
,

2t
1 + s2 + t2

, 1 − 2
1 + s2 + t2

)
Le support (l’image) de cette surface paramétrée est une sphère de centre l’origine, et dont
on a enlevé le pôle nord, c’est à dire le point (0, 0, 1). Cette fonction montre que le plan R2

est isomorphe à la sphère moins un point. Cela a des conséquences importante en géométrie
complexe et algébrique. En particulier on voit qu’on peut compactifier le plan R2 en lui ajoutant
un point, qu’on note habituellement {∞}. Ce point symbolise le fait d’être à l’infini de l’origine.
Comme X est injective, elle est inversible, et sa fonction inverse est la projection stéréographique
de la sphère sur le plan (voir Wikipedia pour comprendre sa définition).

Les fonctions composantes de la surface paramétrée X : D ! R3 sont des fonctions à deux
variables x, y, z : D ! R. Si X : D ! R3 est différentiable en un point (a, b), les fonctions
composantes peuvent être dérivées par rapport à la première et la seconde variable (et même
par rapport à n’importe quel vecteur v⃗ comme vu dans la Définition 1.23). Cela définit deux
vecteurs de R3 qui sont tangents au support de X au point X(a, b) :

T⃗s(a, b) = ∂X
∂s

(a, b) =


∂x
∂s (a, b)
∂y
∂s (a, b)
∂z
∂s (a, b)

 et T⃗t(a, b) = ∂X
∂t

(a, b) =


∂x
∂t (a, b)
∂y
∂t (a, b)
∂z
∂t (a, b)


Nous allons expliquer pourquoi ils sont tangents au support de X , en définissant le plan tangent
à SX au point (a, b).
Exemple 2.75. Prenons la sphère de Riemann de l’Exemple 2.74. Les vecteurs T⃗s et T⃗t sont
donnés par :

T⃗s(s, t) = 2
(1 + s2 + t2)2

1 − s2 + t2

−2st
2s

 et T⃗t(s, t) = 2
(1 + s2 + t2)2

 −2st
1 + s2 − t2

2t


Un champ de vecteurs normal à la sphère est un champ de vecteurs radial, c’est à dire du type
N⃗(x, y, z) = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗. Au point X(s, t), on obtient :

N⃗(X(s, t)) = 1
1 + s2 + t2

 2s
2t

−1 + s2 + t2


Calculons le produit scalaire

〈
T⃗s(s, t), N⃗(X(s, t))

〉
à un point (a, b). On obtient :

〈
T⃗s(a, b), N⃗(X(a, b))

〉
= 2

(1 + a2 + b2)3

〈1 − a2 + b2

−2ab
2a

 ,
 2a

2b
−1 + a2 + b2

〉

= 2
(1 + a2 + b2)3

(
(1 − a2 + b2) × 2a− 2ab× 2b+ 2a× (−1 + a2 + b2)

)
︸ ︷︷ ︸

= 0

On voit donc que le vecteur T⃗s(a, b) est normal au vecteur radial N⃗(X(a, b)), et donc il est
tangent à la sphère. De même pour T⃗t(a, b).
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s-coordinate
curve at  t = t0

t-coordinate
curve at s = s0

x

t

ss0

t0

z

y

X

Figure 7.9 The parametrized torus T .

Tt
Ts

X(s, t0)

X(s0, t)

y

x

zt

s

(s0, t0)

s0

t0

X

Figure 7.10 The tangent vectors Ts and Tt to the coordinate curves.

at (s0, t0), we differentiate the component functions of X with respect to s and
evaluate at (s0, t0):

Ts(s0, t0) = ∂X
∂s

(s0, t0) = ∂x
∂s

(s0, t0) i + ∂y
∂s

(s0, t0) j + ∂z
∂s

(s0, t0) k. (2)

Similarly, the tangent vector Tt to the t-coordinate curve X(s0, t) at (s0, t0) may
be calculated by differentiating with respect to t :

Tt (s0, t0) = ∂X
∂t

(s0, t0) = ∂x
∂t

(s0, t0) i + ∂y
∂t

(s0, t0) j + ∂z
∂t

(s0, t0) k. (3)

Since Ts and Tt are both tangent to the surface S at (s0, t0), the cross product
Ts(s0, t0) × Tt (s0, t0) will be normal to S at (s0, t0), provided it is nonzero.

DEFINITION 1.2 The parametrized surface S = X(D) is smooth at
X(s0, t0) if the map X is of class C1 in a neighborhood of (s0, t0) and if
the vector

N(s0, t0) = Ts(s0, t0) × Tt (s0, t0) "= 0.

If S is smooth at every point X(s0, t0) ∈ S, then we simply refer to S as a
smooth parametrized surface. If S is a smooth parametrized surface, we call
the (nonzero) vector N = Ts × Tt the standard normal vector arising from
the parametrization X.

Cet exemple inspire d’ailleurs une définition plus générale. En effet, du fait que T⃗s(a, b) et
T⃗t(a, b) sont tous les deux tangents au support de X , leur produit vectoriel est un vecteur normal
aux deux (voir Définition 1.110), dès lors qu’il n’est pas nul. Rappelons que le produit vectoriel
des deux vecteurs tridimensionnels T⃗s(a, b) et T⃗t(a, b) est donné par :

T⃗s(a, b) ∧ T⃗t(a, b) =


∂y
∂s (a, b)∂z

∂t (a, b) − ∂z
∂s (a, b)∂y

∂t (a, b)
−∂x

∂s (a, b)∂z
∂t (a, b) + ∂z

∂s (a, b)∂x
∂t (a, b)

∂x
∂s (a, b)∂y

∂t (a, b) − ∂y
∂s (a, b)∂x

∂t (a, b)


Exemple 2.76. Prenons la suite de l’Exemple 2.75 et calculons le produit vectoriel des deux
vecteurs tangents. Si on fait les calculs, on obtient la formule suivante :

T⃗s(a, b) ∧ T⃗t(a, b) = − 4
(1 + a2 + b2)2 N⃗(X(a, b))

Le produit vectoriel des deux vecteurs tangent à la sphère est donc bien normal comme attendu
(et pointe vers l’intérieur).
Définition 2.77. La surface paramétrée X : D ! R3 est dite lisse au point (a, b) ∈ 8D si la
fonction X est de classe C1 dans un voisinage du point (a, b) et si le vecteur de R3 suivant est
non nul :

N⃗(a, b) = T⃗s(a, b) ∧ T⃗t(a, b)
Si X est lisse en tout point de 8D alors on dit que la surface paramétrée X est lisse, et on appelle
l’application vectorielle suivant le vecteur normal standard associé à la paramétrisation X :

N⃗ : 8D −−−−−−! R3

(s, t) 7−−−−−−! N⃗(s, t) = T⃗s(s, t) ∧ T⃗t(s, t)

Remarque 2.78. Etre lisse veut dire quelque chose de plus qu’être C1 : on demande une condition
sur la colinéarité des deux vecteurs tangents canoniques T⃗s et T⃗t. Attention, il n’y a aucune raison
pour laquelle les vecteurs T⃗s(a, b), T⃗t(a, b) et N⃗(a, b) soient unitaires.

D’autre part, comme on a un vecteur normal à la surface, on peut définir le plan tangent
au support de X . Et même en déduire l’équation de son plan tangent, comme on l’a vu dans la
discussion qui conduit à la Définition 1.106.
Définition 2.79. Soit X : D ! R3 une surface paramétrée lisse au point (a, b) ∈ 8D. Le plan
de l’espace passant au point X(a, b) et orthogonal au vecteur N⃗(a, b) est appelé plan tangent au
support de X au point X(a, b) = (x(a, b), y(a, b), z(a, b)), et son équation est donnée par :

(x− x(a, b))N1(a, b) + (y − y(a, b))N2(a, b) + (z − z(a, b))N3(a, b) = 0

où N1, N2, N3 sont les composantes du vecteur normal N⃗ .
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Nous souhaitons maintenant calculer l’aire d’une surface paramétrée X : D ! R3. Pour cela,
il faut une double intégrale sur le domaine de définition D, mais qui dépend évidemment des
fonctions composantes de X . La fonction X déforme le domaine de définition pour l’emmener
sur le support Im

(
X
)
. Il y a donc un facteur de déformation/distorsion. Nous avons déjà vu ce

type de cas, c’était dans la discussion qui mène jusqu’à la Proposition 2.28. Malheureusement,
la fonction X : D ! R3 envoie un domaine de dimension 2 dans un espace de dimension 3
(même si son image est une surface, donc de dimension 2). Sa matrice Jacobienne est donc une
matrice 3 × 2. On ne peut pas calculer le déterminant d’une matrice 3 × 2 donc on ne peut pas
reproduire la formule de la Proposition 2.28. Par contre, on peut réinterpréter le déterminant
de la Proposition 2.28 comme suit :

det
(
J(u,v)(T )

)
= det

(
∂T 1

∂u (u, v) ∂T 1

∂v (u, v)
∂T 2

∂u (u, v) ∂T 2

∂v (u, v)

)
= det

(
∂T
∂u (u, v) ∂T

∂u (u, v)
)

Or avec l’Equation (2.6) et la discussion autour, nous pouvons exprimer ce déterminer comme
un produit vectoriel des deux vecteurs, et nous avons donc l’égalité suivante :

det
(
J(u,v)(T )

)
= ∂T

∂u
(u, v) ∧ ∂T

∂v
(u, v)

Nous allons donc appliquer cette formule au cas d’une surface paramétrée X : D ! R3, en
reproduisant la Proposition 2.28 pour le calcul de l’aire d’une surface. On ne peut pas écrire
le déterminant de la matrice Jacobienne de l’application X , mais on peut écrire un produit
vectoriel des deux vecteurs T⃗s = ∂X

∂s (s, t) et T⃗t = ∂X
∂t (s, t) comme on l’a vu ! C’est en soit un

déterminant.

Définition 2.80. Soit X : D ! R3 une surface paramétrée de classe C1. L’aire du support de
la surface paramétrée X est donnée par :

Aire de S =
¨

D

∥∥∥T⃗s(s, t) ∧ T⃗t(s, t)
∥∥∥dsdt
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the cube’s faces by Xi : [0, 1] × [0, 1] → R3, i = 1, . . . , 6, where

X1(s, t) = (0, s, t); X2(s, t) = (1, s, t); X3(s, t) = (s, 0, t);

X4(s, t) = (s, 1, t); X5(s, t) = (s, t, 0); X6(s, t) = (s, t, 1).

Each map Xi is clearly of class C1 and one-one. In addition, the faces have
well-defined nonzero normal vectors. For example, for both X1 and X2,

N1 = N2 = Ts × Tt = j × k = i.

Similarly,

N3 = N4 = i × k = −j and N5 = N6 = i × j = k.

None of these vectors vanishes. There is no consistent way to define normal
vectors along the edges of the cube (where two faces meet). That is why the cube
is only piecewise smooth. !

Area of a Smooth Parametrized Surface
Now, we use the notion of a parametrized surface to calculate the surface area of a
smooth surface. In the discussion that follows, we take S = X(D) to be a smooth
parametrized surface, where D is the union of finitely many elementary regions
in R2 and X: D → R3 is of class C1 and one-one except possibly along ∂ D.

t

s

S = X(D)

y

x

z

Tt

Ts

(s0, t0)
X(s0, t0)

∆s

∆ t X

Figure 7.13 The image of the "s × "t rectangle in D is approximately a
parallelogram spanned by Ts(s0, t0)"s and Tt (s0, t0)"t .

The key geometric observation is as follows: Consider a small rectangular
subset of D whose lower left corner is at the point (s0, t0) ∈ D and whose width
and height are "s and "t , respectively. The image of this rectangle under X is a
piece of the underlying surface S that is approximately the parallelogram with a
corner at X(s0, t0) and spanned by the vectors Ts(s0, t0)"s and Tt (s0, t0)"t . (See
Figure 7.13.) The area "A of this piece is

"A ≈ ‖Ts(s0, t0)"s × Tt (s0, t0)"t‖ = ‖Ts(s0, t0) × Tt (s0, t0)‖"s"t.

Now, suppose D = [a, b] × [c, d]; that is, suppose D itself is a rectangle.
Partition D into n2 subrectangles via

a = s0 < s1 < · · · < sn = b and c = t0 < t1 < · · · < tn = d.

Let "si = si − si−1 and "t j = t j − t j−1 for i , j = 1, . . . , n. Then S is in turn
partitioned into pieces, each of which is approximately a parallelogram, assuming
"si and "t j are small for i , j = 1, . . . , n. If "Ai j denotes the area of the piece

Exemple 2.81. Reprenons l’Exemple 2.73 où on suppose la fonction f : D ! R de classe C1.
Nous avons que T⃗s = ( 1,0, ∂f

∂s
(s,t) ) et T⃗t = ( 0,1, ∂f

∂t
(s,t) ). On obtient donc (on a déjà vu le calcul

dans la Proposition 1.111) :

T⃗s(s, t) ∧ T⃗t(s, t) =
(

−∇f(s, t)
1

)
Ceci donne donc :

Aire de SXf
=
¨

D

√(
∂f
∂s (s, t)

)2
+
(

∂f
∂t (s, t)

)2
+ 1 dsdt
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Nous pouvons dès lors généraliser la Définition 2.44 et la Définition 2.51 en remplaçant la
courbe paramétrée γ : I ! R2 par une surface paramétrée X : D ! R3, en suivant la conversion
suivante (où on suit la généralisation de la Définition 2.80 pour les intégrales scalaires) :

Intégrale scalaire
Définition 2.44´

I f(γ(t))
∥∥∥−!γ′ (t)

∥∥∥dt
avec f : R2 ! R

Définition 2.82˜
D f(X(s, t))

∥∥∥∂X
∂s (s, t) ∧ ∂X

∂t (s, t)
∥∥∥dsdt

avec f : R3 ! R

Intégrale vectorielle
Définition 2.51´

γ F⃗ · n⃗ds
avec F⃗ : R2 ! R2

Définition 2.83˜
D

〈
F⃗ (X(s, t)), ∂X

∂s (s, t) ∧ ∂X
∂t (s, t)

〉
dsdt

avec F⃗ : R3 ! R3

Alors pourquoi généralise-t-on la Définition 2.51 et pas la Définition 2.46 ? Car on ne peut pas
généraliser la Définition 2.46. En effet, dans cette définition le produit scalaire en le champ de
vecteurs se prend avec le vecteur tangent

−!
γ′ . Cependant avec une surface paramétrée, il n’y a pas

un unique vecteur tangent en un point de la surface, mais une infinité (c’est le plan tangent). La
seule intégrale vectorielle que l’on peut faire en 3 dimensions, c’est donc celle qui prend le produit
scalaire entre un champ de vecteur F⃗ : R3 ! R3 et le vecteur normal canonique N⃗ = T⃗s ∧ T⃗t.
Plus précisément nous avons :

Définition 2.82. Soit f : R3 ! R une fonction continue et soit X : D ! R3 une surface
paramétrée lisse. On définit l’ intégrale surfacique scalaire de f sur la surface X l’intégrale surD
(si elle existe) de la fonction continue (s, t) 7! f

(
X(s, t)

)∥∥∥N⃗(s, t)
∥∥∥, et on note :

¨
X
fdS =

¨
D
f
(
X(s, t)

)∥∥∥N⃗(s, t)
∥∥∥dsdt

Définition 2.83. Soit F⃗ : R3 ! R3 un champ de vec-
teurs continu, et soit X : D ! R3 une surface paramétrée
lisse. On définit l’ intégrale surfacique vectorielle de F⃗ à
travers la surface S – ou flux de F⃗ à travers la surface S
– l’intégrale sur D (si elle existe) de la fonction continue
(s, t) 7!

〈
F⃗ (X(s, t)), N⃗(s, t)

〉
, et on note :

¨
X
F⃗ · dS⃗ =

¨
D

〈
F⃗ (X(s, t)), N⃗(s, t)

〉
dsdt

Remarque 2.84. Si on voit F⃗ comme le champ de vitesse
d’un fluide, alors le flux de F⃗ à travers la surface S cor-
respond à son débit (voir p476 du livre de Susan Colley).
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S = X(D)

Area = ∆S
X(u0, v0)

F(X(u0, v0))∆ t

n(u0, v0)

Figure 7.19 The amount of fluid transported
across a small piece of S during a brief time
interval !t may be approximated by the volume
of a parallelepiped.

As noted in §6.1, when x is a closed path, the quantity
∫

x(F · T) ds in equation
(7) is called the circulation of F along x. It measures the tangential flow of F
along the path. On the other hand, the quantity

∫∫
X(F · n) d S in equation (8) is

known as the flux of F across S = X(D). If we think of F as the velocity vector
field of a three-dimensional fluid, then the flux may be thought of as representing
the rate of fluid transported across S per unit time, as we now see. (You may
wish to compare the following discussion with the one in §6.2 concerning the
two-dimensional flux across a curve.)

To avoid notational confusion, we use u and v to denote the parameter vari-
ables for X and t as the variable representing time. Consider a small piece of S,
having area !S, and the amount of fluid transported across it during a brief time
interval !t . This amount is the volume determined by F during !t . Figure 7.19
suggests that if both !S and !t are sufficiently small, then this volume can be
approximated by the volume of an appropriate parallelepiped. Therefore,

Amount of fluid transported ≈ volume of parallelepiped

= (height) (area of base)

= F(X(u0, v0))!t · n(u0, v0)!S, (9)

since the height of the parallelepiped is the normal component of F!t . We obtain
the average rate of transport across the surface piece during the time interval !t
by dividing (9) by !t :

Average rate of transport ≈ F(X(u0, v0)) · n(u0, v0)!S. (10)

Now, break up the entire surface S = X(D) into many such small pieces and sum
the corresponding contributions to the rate of transport in the form given in (10).
If we let all the pieces shrink, then, in the limit as all !S → 0, we have that the
total average rate !M/!t of fluid transported during !t is approximately

!M
!t

≈
∫ ∫

X
(F · n) d S.

Finally, let !t → 0 and define the (instantaneous) rate of fluid transport to be

d M
dt

=
∫ ∫

X
(F · n) d S.

Remarque 2.85. Comme pour les courbes paramétrées, on peut définir la notion de reparamé-
trisation d’une surface paramétrée. Comme pour les Propositions 2.52 et 2.53, on peut montrer
que les intégrales surfaciques scalaires sont invariantes sous reparamétrisation, tandis que les
intégrales surfaciques vectorielles peuvent ou non changer de signe. Les détails se trouvent pages
477-479 du livre de Susan Jane Colley.

Définition 2.86. Une surface de l’espace est un sous-ensemble S de R3 qui est le support d’une
surface paramétrée X : D ! R. Elle est dite lisse s’il existe un vecteur normal en chacun de ses
points, sauf éventuellement à sa frontière. Une surface de l’espace lisse est dite orientable si en
tout point de S on peut faire un choix unique de vecteur normal à S (i.e. au plan tangent à S
en ce point) qui varie continument sur la surface S. Autrement dit si il existe une application
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n⃗ : S ! R3 injective et continue. On dit que S est non-orientable sinon. Une orientation d’une
surface de l’espace lisse est le choix d’un tel champ de vecteur. Une surface de l’espace lisse
munie d’une orientation est dite orientée.
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S S

Figure 7.21 The connected orientable surface S shown
with its two possible orientations.

can be used to give unit vector normal vectors n1 = N1/‖N1‖ and n2 = N2/‖N2‖
that point in opposite directions. It is tempting to think that n1 and n2 always
provide two orientations for S. However, even though both n1 and n2 may vary
continuously with respect to the parameters s and t , it is not clear that they must
vary continuously and consistently with respect to the points on the underlying
surface S. Example 8 is a famous instance of a nonorientable surface.

EXAMPLE 8 The surface parametrized by





x =
(

1 + t cos
s
2

)
cos s

y =
(

1 + t cos
s
2

)
sin s

z = t sin
s
2

0 ≤ s ≤ 2π , − 1
2 ≤ t ≤ 1

2

is called a Möbius strip. It may be visualized as follows: The t-coordinate curve
at s = s0 is






x =
(

cos s0 cos
s0

2

)
t + cos s0

y =
(

sin s0 cos
s0

2

)
t + sin s0

z =
(

sin
s0

2

)
t

− 1
2 ≤ t ≤ 1

2 .

This is a line segment through the point (cos s0, sin s0, 0) and parallel to the vector

a = cos s0 cos
(s0

2

)
i + sin s0 cos

(s0

2

)
j + sin

(s0

2

)
k.

s = 0

s = π

y

x

z

s =

s =

/2π

3 /2π

Figure 7.22 Some t-coordinate
curves of the parametrized Möbius
strip. Several such coordinate curves, marked with the direction of increasing t , are

shown in Figure 7.22. We see that the Möbius strip is generated by a moving line
segment that begins (at s = 0) lying along the positive x-axis, rises to a vertical
position with center at (−1, 0, 0) when s = π , and then falls back to horizontal, but
with direction reversed at s = 2π . The s-coordinate curve at t = 0 is parametrized
by






x = cos s
y = sin s
z = 0

0 ≤ s ≤ 2π,

and so is a circle in the xy-plane. The full Möbius strip is shown in Figure 7.23.
You can make a physical model by taking a strip of paper, giving it a half-twist,
and joining the short ends.

x

z

y

Figure 7.23 The Möbius strip of
Example 8.

Remarque 2.87. On peut voir facilement que le support d’une surface orientée lisse X : D ! R3

est une surface de l’espace lisse.
Exemple 2.88. Il existe des surfaces non-orientables : c’est le cas du ruban de Möbius défini par :

∀ s ∈ [0, 2π], ∀ t ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
X(s, t) =


x(s, t) =

(
1 + tcos

(
s
2
))

cos(s)
y(s, t) =

(
1 + tcos

(
s
2
))

sin(s)
z(s, t) = tsin

(
s
2
)

On a la propriété que X(0, t) = X(2π,−t), et donc que N⃗(0, t) = −N⃗(2π,−t). Ainsi, même si le
vecteur normal standard varie de manière continue sur la surface, il n’est pas défini de manière
unique ! On dit que cette surface n’a qu’un seul côté (elle est non-orientable).
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You can understand the gluing process analytically by noting that the map

X:
[
0, 2π

]
×

[
− 1

2 , 1
2

]
→ R3

defining the Möbius strip as a parametrized surface has the property that X(0, t) =
X(2π, −t) but is otherwise one-one. Therefore, every point (0, t) on the left edge
of the domain rectangle

[
0, 2π

]
×

[
− 1

2 , 1
2

]
is mapped to the point (1 + t, 0, 0) of

the Möbius strip, as is the point (2π, −t) on the right edge of the rectangle. (See
Figure 7.24.)

2π

s

t

1/2

−1/2

Figure 7.24 Gluing the ends of a strip of paper so that the arrows align
provides a model of the Möbius strip.

Now, let’s investigate the orientability of the Möbius strip. The standard nor-
mal vector is

N(s, t) = Ts × Tt = ∂(y, z)
∂(s, t)

i − ∂(x, z)
∂(s, t)

j + ∂(x, y)
∂(s, t)

k

= sin
s
2

(
cos s + 2t

(
cos 3 s

2
− cos

s
2

))
i

+ 1
2

(
4 cos

s
2

− 4 cos3 s
2

+ t
(
1 + cos s − cos2 s

))
j

− cos
s
2

(
1 + t cos

s
2

)
k.

We have

N(0, t) = t
2

j − (1 + t) k,

and

N(2π, −t) = − t
2

j + (1 + t) k = −N(0, t).

Therefore, a uniquely determined normal vector has not been defined. More
vividly, imagine traveling along the Möbius strip via the s-coordinate path at
t = 0, that is, along the circular path

x(s) = X(s, 0) = (cos s, sin s, 0), 0 ≤ s ≤ 2π.

Follow the standard normal N. At s = 0, it is N(0, 0) = −k, but by the time
we close the loop, it is N(2π, 0) = k. This apparent reversal of the normal
vector means that the strip is not orientable at all—it is one-sided. (See
Figure 7.25.) !x

z

y

Figure 7.25 Traveling once
around the circular path on the
Möbius strip forces the normal
vector to reverse direction.

A smooth, orientable surface together with an explicit choice of orientation
for it is called an oriented surface. If S is such a smooth oriented surface, then
we define the vector surface integral of F along S by finding a suitable smooth

Une surface de l’espace qui n’a pas de frontière est dite fermée. Une surface de l’espace qui
n’est pas fermée a donc une frontière, qui est une courbe de l’espace. La question repose mainte-
nant de choisir une orientation de la surface et une orientation de la courbe qui soient cohérentes.
Qu’est-ce que cela veut dire ? Soit S une surface de l’espace orientable et soit C sa frontière, une
courbe de l’espace qu’on suppose orientable (c’est à dire qu’on peut choisir un sens de parcours).
Choisissons une orientation de S, c’est à dire la donnée d’un unique vecteur normal en tout point
qui varie de manière continue, c’est à dire une application n⃗ : S ! R3 injective et continue. Pour
choisir l’orientation de la courbe C, on va suivre la règle de la main droite ou du trièdre direct :
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— imaginer que n⃗ suit le pouce de la main droite, et
imaginer qu’on s’approche de la frontière de S avec
cette orientation ;

— mettre l’index parallèle à la courbe C, et il y a deux
façons possibles : soit avec le doigt majeur "inward"
qui pointe vers l’intérieur de la surface S, soit avec
le majeur "outward", qui pointe vers l’extérieur de
la surface S ;

— l’orientation cohérente de la courbe C vis à vis de
l’orientation de la surface S est de faire le choix du
majeur "inward".

Dans ce cas on dit que la frontière C est orientée de manière cohérente avec l’orientation de S.
Avec cette règle de la main droite, nous pouvons même orienter des surfaces lisses par morceaux,
et orienter leurs frontière de manière cohérente.

Définition 2.89. Une surface paramétrée lisse par morceaux est une famille finie de surfaces
paramétrées lisses Xi : Di ! R3. Son support est l’union des supports de chaque Xi. Une surface
de l’espace lisse par morceaux est le support d’une surface paramétrée lisse par morceaux.

Le problème lorsqu’on a une surface de l’espace lisse par morceaux, c’est que se passe-t-il à
la frontière entre deux parties lisses ? comment choisir une orientation ? Il est en réalité possible
d’orienter la surface dans son ensemble. Voici comment : supposons que S1 et S2 soient deux
surfaces de l’espace lisses qui se rejoignent le long d’une courbe de l’espace commune C. Soient
n⃗1 et n⃗2 les vecteurs normaux unitaires respectifs qui déterminent l’orientation de S1 et S2 (c’est
à dire définis de manière unique et qui varie continument). Alors, n⃗1 et n⃗2 déterminent chacun
l’orientation de C par la règle de la main droite. Pour le visualiser, pour j = 1, 2, pointez le
pouce de votre main droite le long de n⃗j ; la direction de vos doigts indiquera l’orientation de
C. Si C reçoit des orientations opposées de n⃗1 et n⃗2, alors S1 et S2 sont orientées de manière
cohérente ; si C reçoit la même orientation, alors S1 et S2 sont orientées de manière incohérente.

484 Chapter 7 Surface Integrals and Vector Analysis

pieces is orientable, then it is possible to provide an orientation to the surface
as a whole. Here’s how: Suppose S1 and S2 are two smooth surface pieces that
meet along a common edge curve C . Let n1 and n2 be the respective unit normal
vectors that give the orientations of S1 and S2. Then n1 and n2 each give rise
to an orientation of C via a right-hand rule. (To see this, for j = 1, 2, point
the thumb of your right hand along n j ; the direction of your fingers will indicate
the orientation of C .) If C receives opposite orientations from n1 and n2, then S1
and S2 are oriented consistently; if C receives the same orientation, then S1 and
S2 are oriented inconsistently. (See Figure 7.28.)

n1 n1n2

n2

C

S1 S1

S2 S2

C

Figure 7.28 The piecewise smooth surface S = S1 ∪ S2
oriented consistently on the left and inconsistently on the
right.

EXAMPLE 10 We evaluate
∫∫

S(x3 i + y3 j) · dS, where S is the closed cylinder
bounded laterally by x2 + y2 = 4, and on bottom and top by the planes z = 0 and
z = 5, oriented by outward normal vectors.

y

x

z n2

n3

n1

S3

S1

S2

Figure 7.29 The
piecewise smooth
cylindrical surface S
of Example 10 shown
with orientation
normals.

Evidently, S is the union of three smooth oriented pieces: (1) the bottom
surface S1, which is a portion of the plane z = 0, oriented by n1 = −k; (2) the top
surface S2, which is a portion of the plane z = 5, oriented by n2 = k; and (3) the
lateral cylindrical surface S3 given by the equation x2 + y2 = 4 and oriented by
normalizing the gradient of x2 + y2 along S3, namely,

n3 = 2x i + 2y j
√

4x2 + 4y2
= x i + y j

√
x2 + y2

= x i + y j
2

.

See Figure 7.29 for a depiction of S.
Now we calculate∫ ∫

S
(x3 i + y3 j) · dS =

∫ ∫

S1

(x3 i + y3 j) · dS +
∫ ∫

S2

(x3 i + y3 j) · dS

+
∫ ∫

S3

(x3 i + y3 j) · dS

=
∫ ∫

S1

(x3 i + y3 j) · (− k) d S +
∫ ∫

S2

(x3 i + y3 j) · k d S

+
∫ ∫

S3

(x3 i + y3 j) ·
(

x i + y j
2

)
d S

= 0 + 0 +
∫ ∫

S3

1
2 (x4 + y4) d S.
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parametrization X of S such that the unit normal vector N(s, t)/‖N(s, t)‖ arising
from the parametrization agrees with the choice of orientation normal. We take
the surface integral to be

∫ ∫

S
F · dS =

∫ ∫

X
F · dS.

By Theorem 2.5, if Y is any orientation-preserving reparametrization of X, the
value of

∫∫
Y F · dS is the same as

∫∫
X F · dS, so this notion of a surface inte-

gral over the underlying oriented surface S is well-defined. Even though we may
perfectly well calculate

∫∫
X F · dS, where X is the parametrized Möbius strip of

Example 8, it does not make sense to consider the surface integral over the under-
lying Möbius strip, since there is no way to orient it. Similarly, the interpretation
of the vector surface integral as the flux of F across the surface only makes sense
once an orientation of the surface is chosen. Then the flux measures the flow rate,
positive or negative, depending on the choice of orientation. (See Figure 7.26.)

S

F

n

n
S

F

Figure 7.26 How flux depends on orientation. On the
left, the surface S is oriented by unit normal vectors so
that F ·n is positive at every point. Hence,

∫∫
S F ·dS =∫∫

S F ·n d S is positive. On the right, S is given the
opposite orientation so that the flux

∫∫
S F ·dS < 0.

Another reason for de-emphasizing the role of parametrization in surface
integrals is that we can often exploit the geometry of the underlying surface and
vector field when making calculations. If S is a smooth, orientable surface and n a
unit normal that gives an orientation of S (so, in particular, n is understood to vary
with the points of S), then, for a continuous vector field F defined on S, we have

∫ ∫

S
F · dS =

∫ ∫

S
F · n d S.

If we can determine a continuously varying, unit normal vector at each point of
S (for example, if S is the graph of a function f (x, y) of two variables or the
graph of a level set f (x, y, z) = c of a function of three variables), then there is
a good chance that the surface integral can be evaluated readily.n

y

x

z

Figure 7.27 The sphere
x2 + y2 + z2 = a2 oriented
by outward-pointing unit
normal vectors.

EXAMPLE 9 Let F = x i + y j + z k be a radial vector field, and suppose S is
the sphere of radius a with equation x2 + y2 + z2 = a2. Orient S by outward-
pointing unit normal vectors as shown in Figure 7.27. We calculate the flux of
F across S in two ways: (1) by means of a parametrization of S and (2) via
geometric considerations, that is, without resorting to an explicit parametrization
of the sphere.

For approach (1), use the usual parametrization X of the sphere:





x = a cos s sin t
y = a sin s sin t
z = a cos t

0 ≤ s ≤ 2π, 0 ≤ t ≤ π.

Définition 2.90. Soit S une surface de l’espace lisse par morceaux, considérée comme l’union
de surfaces Si lisses orientées. On dit que S est orientée si l’orientation de la frontière de chaque
surface Si est cohérente avec l’orientation de Si, et si les orientations des surfaces Si et Sj sont
cohérentes entre elles, pour tout i, j.

Grâce à cette définition, nous pouvons désormais intégrer des fonctions et des champs de
vecteurs sur des surfaces de l’espace lisses par morceaux. Comme pour les courbes planes orien-
tées, un choix d’orientation n’a pas de conséquences sur une intégrale surfacique scalaire, mais a
des conséquences sur une intégrale surfacique vectorielle, car prendre N⃗ ou −N⃗ change le signe
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de l’intégrale vectorielle. Cela permet de définir une version de la Définition 2.64 adaptée aux
surfaces de l’espace et de généraliser le Théorème de Green à tout type de surface de l’espace.

Définition 2.91. Soit S une surface de l’espace lisse par morceaux orientée et soit f : R3 ! R
une fonction continue. On définit l’intégrale de f sur S par

¨
S
fdS =

¨
X
fdS

où X : D ! R3 est n’importe quelle paramétrisation lisse par morceaux de la surface S, i.e. telle
que S = Im(X).

Soit F⃗ : R3 ! R3 un champ de vecteurs continu. On définit l’intégrale de F⃗ sur S par :
¨

S
F⃗ · dS⃗ =

¨
X
F⃗ · dS⃗

où X : D ! R2 est n’importe quelle paramétrisation lisse par morceaux de la surface de l’es-
pace S, qui est cohérente avec l’orientation de S.

Si la surface de l’espace orientée est fermée, on note
‚

S le signe intégral pour marquer le
fait qu’on intègre sur une surface fermée.

Theorème de Stokes. Soit S une surface bornée de l’espace lisse par morceaux orientée. Soit
F⃗ : R3 ! R3 un champ de vecteurs de classe C1, de composantes F 1 : R3 ! R, F 2 : R3 ! R et
F 3 : R3 ! R, respectivement. Alors nous avons (sous réserve que les intégrales existent) :

˛
∂S
F⃗ · ds⃗ =

¨
S


∂F 3
∂y

− ∂F 2
∂z

− ∂F 1
∂z

+ ∂F 3
∂x

∂F 2
∂x

− ∂F 1
∂y

 · dS⃗

Attention il ne faut pas apprendre cette formule qui est trop compliquée ! ! C’est juste pour
montrer l’analogie avec le Théorème de Green. Nous allons introduire de nouveaux opérateurs
qui nous permettent de récrire ces deux théorèmes de façon compacte.

Définition 2.92. Soit F⃗ : R3 ! R3 un champ de vecteurs de classe C1. Alors
— la divergence de F⃗ est la fonction continue définie par :

div
(
F⃗
)

: R3 −−−−−−! R

(x, y, z) 7−−−−−−! ∂F 1

∂x
(x, y, z) + ∂F 2

∂y
(x, y, z) + ∂F 3

∂z
(x, y, z)

— le rotationnel de F⃗ ( curl en anglais) est le champ de vecteur continu défini par :
−!rot
(
F⃗
)

: R3 −−−−−−! R3

(x, y, z) 7−−−−−−!


∂F 3
∂y

− ∂F 2
∂z

− ∂F 1
∂z

+ ∂F 3
∂x

∂F 2
∂x

− ∂F 1
∂y

(x, y, z)

Remarque 2.93. On peut voir le rotationnel de F⃗ de manière non rigoureuse mais métaphorique
comme un "produit vectoriel" :

−!rot
(
F⃗
)

=


∂

∂x
∂

∂y
∂
∂z

 ∧ F⃗
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D’autre part, on remarque que le Laplacien d’une fonction f : R3 ! R se définit à partir de la
divergence de son gradient :

∆f = div (∇f) = ∂2f

∂x2 + ∂2f

∂y2 + ∂2f

∂z2

Theorème de Stokes. Soit S une surface bornée de l’espace lisse par morceaux orientée. Soit
F⃗ : R3 ! R3 un champ de vecteurs de classe C1, de composantes F 1 : R3 ! R, F 2 : R3 ! R et
F 3 : R3 ! R, respectivement. Alors nous avons (sous réserve que les intégrales existent) :

˛
∂S
F⃗ · ds⃗ =

¨
S

−!rot
(
F⃗
)

· dS⃗

Démonstration. Voir pages 500-503 du livre de Susan Jane Colley.

Corollaire 2.94. Théorème de Green. Lorsque S est une surface de l’espace horizontale
contenue dans le plan d’équation z = 0 et orientée par le vecteur k⃗ =

( 0
0
1

)
, et que F⃗ : R3 ! R3

est un champ de vecteur, alors le Théorème de Stokes est le Théorème de Green.

Démonstration. En effet dans ce cas S est un domaine de R2, sa frontière est une courbe plane,
et dS⃗ = k⃗dA. Nous avons alors sur le plan d’équation z = 0 :

−!rot
(
F⃗
)

· dS⃗ =
〈

∂F 3
∂y

− ∂F 2
∂z

− ∂F 1
∂z

+ ∂F 3
∂x

∂F 2
∂x

− ∂F 1
∂y

(x, y, 0),

0
0
1

〉 dA =
(
∂F 2

∂x
− ∂F 1

∂y

)
(x, y, 0)dxdy

C’est bien l’intégrande de l’intégrale surfacique du Théorème de Green.

Remarque 2.95. Le théorème de Stokes admet une formulation en dimension quelconque, et
représente dans ce cas un premier exemple important d’une notion mathématique qu’on appelle
homologie et cohomologie, qui est centrale dans des dizaines de domaines en mathématiques.
C’est la porte d’entrée vers des résultats très profonds en géométrie différentielle, avec même des
applications en physique mathématique. En effet, on peut interpréter les équations de Schwinger-
Dyson comme la formule de Stokes sur l’espace (de dimension infinie) des configurations des
champs quantiques.
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